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高阶 ADI-FDTD 算法的数值色散分析 

徐利军    袁乃昌 
(国防科学技术大学电子科学与工程学院  长沙  410073) 

摘  要：该文给出高阶交替方向隐时域优先差分(ADI-FDTD)算法，即在 ADI-FDTD 迭代公式的基础上对时间的差

分仍然采用二阶中心差分格式，而对空间的差分则采用四阶中心差分格式，并解析地证明了所给出的高阶

ADI-FDTD 算法仍然满足无条件稳定方程，同时对增长因子相位的分析，得到数值色散关系，最后对其数值色散误

差进行了分析，研究表明与普通 ADI-FDTD 相比，其色散误差较小。 
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Analysis of the Numerical Dispersion of Higher Order ADI-FDTD  
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Abstract  In this paper, a new higher order Alternating Direction Implicit Finite-Difference Time-Domain (ADI-FDTD) 

formulation in particular, a second-order-in-time, fourth-order-in-space AD-FDTD method is presented for the first time. At 

the same time ,the unconditional stability of the higher order ADI-FDTD formulation is analytically proved. By analysis of 

the amplification factors, the numerical dispersion relation is derived. In addition, the numerical dispersion errors are 

investigated. Finally numerical results indicate that the higher order ADI-FDTD has s better accuracy compared to the 

ADI-FDTD method. 

Key words  Higher order ADI-FDTD methods,  Numerical dispersion 

1   引言 

时域有限差分(FDTD)方法自 1966 年由Yee[1]提出以来，

由于其简单性和灵活性，在许多领域得到广泛的应用。但是

由于(FDTD)方法中Courant稳定条件的限制，使得FDTD方法

的灵活性以及在模拟电大尺寸的物体时受到极大的限制。为

了解决上述问题，近年来，出现了许多新的时域有限差分方

法。Krumpholz和Katehi[2]提出的多分辨率时域(MRTD)方法，

Liu[3]提出的时域伪谱(PSTD)方法，Kondylis[4]等人提出的节

省内存时域有限差 (R-FDTD)分法以及Zheng[5,6] 等人和

Namiki[7,9]提出的交替方向隐式时域有限差分(ADI-FDTD)方

法都从不同角度较好地对上述问题进行了研究。其中

ADI-FDTD方法从根本上很好地解决了这个问题。消除了

Courant稳定条件的限制，使得FDTD方法中时间步长的选择

不依赖Courant稳定条件，而是由计算精度决定。从而时间步

长的选择可以成倍地增加，计算时间也成倍地下降。 

但是，研究发现与传统的FDTD相比，ADI-FDTD色散比
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较严重. 本文给出高阶ADI-FDTD算法，即在ADI-FDTD迭代

公式的基础上对时间的差分仍然采用二阶中心差分格式，而

对空间的差分则采用四阶中心差分格式[10]; 并解析地证明了

所给出的高阶ADI-FDTD算法仍然满足无条件稳定方程; 同

时对增长因子相位的分析，得到数值色散关系; 最后对其进

行了数值色散分析。研究表明与普通ADI-FDTD相比，其色

散误差较小。 

2   高阶 ADI-FDTD 公式 

    我们以无耗媒质中的二维TE波为例来给出高阶

ADI-FDTD的迭代公式。其主要的思想是在ADI-FDTD的迭

代公式中，对时间的差分仍然采用二阶中心差分格式，对空

间的差分则采用四阶中心差分格式[10]。由此我们可以给出第

(n)步到(n+1/2)步的的高阶ADI-FDTD公式：  

( )

( )

1/ 2
1/ 2, 1/ 2, 1/ 2, 1/ 2 1/ 2, 1/ 2

1/ 2, 3/ 2 1/ 2, 3 / 2

9
2 8

1 (1a)
24

n n n n
x i j x i j z i j z i j

n n
z i j z i j

tE E H H
y

H H

ε
+
+ + + + + −

+ + + −

Δ ⎡= + −⎢Δ ⎣

⎤− − ⎦

 



第 10 期             徐利军等：高阶 ADI-FDTD 算法的数值色散分析               1663 

( )

( )

1/ 2 1/ 2 1/ 2
, 1/ 2 , 1/ 2 1/ 2, 1/ 2 1/ 2, 1/ 2

1/ 2 1/ 2
3/ 2, 1/ 2 3/ 2, 1/ 2

9
2 8

1   (1b)
24

n n n n
y i j y i j z i j z i j

n n
z i j z i j

tE E H H
x

H H

ε
+ +

+ + + + − +

+ +
+ + − +

Δ ⎡= − −⎢Δ ⎣

⎤− − ⎦

+

 

( )

( )

( )

1/ 2
1/ 2, 1/ 2

1/ 2, 1/ 2 1/ 2, 1 1/ 2,

1/ 2, 2 1/ 2, 1

1/ 2 1/ 2
1, 1/ 2 , 1/ 2

1/ 2 1/ 2
2, 1/ 2 1, 1/ 2

9
2 8

1
24

9
2 8
1 (1c)
24

n
z i j

n n n
z i j x i j x i j

n n
x i j x i j

n n
y i j y i j

n n
y i j y i j

H

tH E E
y

E E

t E E
x

E E

μ

μ

+
+ +

+ + + + +

+ + + −

+ +
+ + +

+ +
+ + − +

Δ ⎡= + −⎢Δ ⎣

⎤− − ⎦

⎡Δ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟⎢Δ ⎝ ⎠⎣

⎤− − ⎦

 

同样第(n+1/2)步到(n+1)步的 FDTD 公式为 
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3   高阶 ADI-FDTD 公式的稳定性分析 

为了分析上述高阶 ADI-FDTD 公式的稳定性，定义各场

分量的表达式为 

( , ) exp ( )x A l x yE I J j k I x k J yψ ξ= Δ + Δ           (3a) 

( , ) exp ( )y B l x yE I J j k I x k J yψ ξ= Δ + Δ

Δ

          (3b) 

( , ) exp ( )z C l x yH I J j k I x k J yψ ξ= Δ +           (3c) 

式中 lξ 为增长因子， l ( )为上述分步。 1,l = 2l =

为了求第一分步的增长因子，将式(3a)~(3c)代入第一分

步的差分方程(1a)~(1c)，简化后得下列方程组： 
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式(4)～式(6)中消去 Aψ ～ Cψ ，可得 
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于是，可以得到第一分步的场量的增长因子： 

( )1 1 1j pq pξ = ± −                  (8) 

同样，第二分步的增长因子满足下列方程组： 

    2
2 22q pξ ξ 0− + =                    (9) 

可以得到第二分步的场量的增长因子： 

   ( )2 1 1j pq qξ = ± −                (10) 

于是，总的增长因子 ξ 为 

  1 2 / /q p p qξ ξ ξ 1= = =             (11) 

显然，从上面的推导可以看出，高阶 ADI FDTD 交替

方向隐式技术将每一时间步的计算分为两个分步，并使两个

分步的增长因子相互抵消，从而保持总的增长因子为 1。 

−

4   数值色散误差分析 

为了分析高阶 ADI-FDTD 公式的数值色散误差，我们把

第一、第二分步的增长因子表示成指数形式： 

          1
1 10
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2 20

je ϕξ ξ ±=                  (13) 

这里 10
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1 q
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1 2 tan 1pqϕ ϕ −= = − 。 

我们知道增长因子的相位决定着色散误差[11]，为了得到

高阶ADI-FDTD方法的数值色散误差，我们把式(12) 和式(13)

代入下式： 

             1 2
j te ωξ ξ ξ Δ= =              (14) 

xΔ

⎠
     (5) 

这里 ξ 为一个迭代周期总的增长因子， 2πfω = 为角频率，



1664                                      电  子  与  信  息  学  报                                 第 27 卷 

经过简单的计算可以得到高阶 ADI-FDTD 方法的数值色散

关系： 
2
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上式中 为光速。不难发现，当c xΔ ， ， 趋近于零时，

上式变为 

yΔ tΔ

2 2 2 /x yk k cω+ = 2                (16) 

此式刚好是无耗媒质中的理想色散关系式。另一方面，文献

[11]中给出了普通 ADI-FDTD 的数值色散关系式： 
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对比式(15)和式(17)，发现它们的色散关系表达式不同，后面

通过数值分析会发现，本文所给出的高阶 AD-FDTD 比普通

的 ADI-FDTD 的色散要小。可以通过式(15)从数量上估算出

空间步长和时间步长对平面波相速的影响。假设波矢 与k x

轴的夹角为θ ，则 cosxk k θ= ， sinyk k θ= ，式(15)通过牛

顿迭代算法可以得到波矢 ，用归一化相速度误差来表示由

于离散化产生的色散误差： 

k
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这里 是牛顿迭代最后的值。对于标准的 FDTD 来说，时

间步长必须满足 CFL 条件： 
finalk

FDTD
max 2

1

1/ 1/
t t

c x y
Δ ≤ Δ =

Δ + Δ 2
             (19) 

为了后面讨论的方便定义 CFLN= 。另外令标准

FDTD 空间步长 (本文 取 15)，ADI-FDTD 的

空间步长为： ,本文提出的高阶 ADI-FDTD 算法

的归一化相速度误差，ADI-FDTD 算法的归一化相速度误差

与 CFLN 的关系如图 1，图 2 所示，为便于对比，图中还给

出了采用标准 FDTD 算法的色散关系。 

FDTD
max/t tΔ Δ

FDTD /l NλΔ = N
FDTD /l l RΔ =Δ

 
图 1  高阶 ADI-FDTD、        图 2  高阶 ADI-FDTD 和 

ADI-FDTD 和 FDTD               ADI-FDTD 相速度 

相速度对比图                      对比图 

在图 1 中，采用的是标准网格(即 R=1)，同时采用传统

FDTD 的时间步长(CFLN=1)，从图 1 可以看出，采用本文提

出的高阶 ADI-FDTD 的色散误差介于传统 FDTD 和

ADI-FDTD 的色散误差之间，尽管其色散误差比传统 FDTD

略大，但是与 ADI-FDTD 相比，其精度有较大的提高。在图

2 中，采用的是细网格(即 R=2)，同时 CFLN=2，即采用的时

间步长为传统 FDTD 的时间步长的 2 倍，由于在此情况下，

计算传统 FDTD 的色散误差已没有意义，所以在图 2 中我们

只给出高阶 ADI-FDTD 和 ADI-FDTD 的色散误差。从图 2

中可以看出，在 CFLN=2 的情况下，与图 1 取 CFLN=1 相

比，其色散误差有变大的趋势，但是与 ADI-FDTD 相比，其

精度仍然有较大的改进。 

5  结束语 

最近提出的 ADI-FDTD 方法从根本上消除了 Courant 稳

定条件的限制，使得 FDTD 方法中时间步长的选择不依赖

Courant 稳定条件, 但是研究发现与传统的 FDTD 相比，

ADI-FDTD 色散比较严重, 本文给出高阶 ADI-FDTD 算法，

即在 ADI-FDTD 迭代公式的基础上对时间的差分仍然采用

二阶中心差分格式，而对空间的差分则采用四阶中心差分格

式; 并解析地证明了所给出的高阶 ADI-FDTD 算法仍然满足

无条件稳定方程; 同时对增长因子相位的分析，得到数值色

散关系，最后对其进行了数值色散分析。研究表明与普通

ADI-FDTD 相比，其色散误差较小。 
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