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基于小波分析的分形参数估计新方法 
陆伟宏    卢鹏飞 

(江南大学通信和控制工程学院  无锡  214036) 

摘  要：该文研究目的是估计1/ f 类分形随机过程参数矢量 2 2( , , )wβ σ σ 。作者基于小波分析，对1/ f 过程观测值的

小波系数方差进行一系列代数运算，并给出详尽的证明过程，最终求取了噪声中分数布朗运动(fBm)参数矢量的估

计量。实验结果表明，与传统的极大似然估计(ML)相比，算法简洁，效果良好，估计参数范围广泛，同时对噪声

也不再局限于高斯分布。 
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Abstract  The research purpose of this paper is to estimate the parameter vector 2 2( , , )wβ σ σ of (1/ )f -type fractal 

stochastic processes. Using wavelets, the paper has performed a series of algebraic operation to the variance of the 

observation wavelet coefficients of 1/ f process, and presented the elaborate theoretical analysis. As a result, the 

parameter vector of fractional Brownian motions (fBm) in noise is introduced. The experimental results demonstrate that 

the new estimator is far simpler and more effective than the traditional ML estimator and the range of estimate parameter is 

wider. Moreover the distribution of noise is not restricted within Gauss processes. 
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1  引言 

1/ f 类分形信号是一种常见的随机过程。它具有不平

稳、自相似性、长程相关性、1/ f 类型的谱密度等特性，为

大量应用领域提供了重要模型。显然，首要的任务应是由观

察样本估计在噪声中分形过程的参数。1992 年, Wornell 和

Oppenheim 提出的极大似然估计(ML)方法 是比较常用的

计算1/

[1]

f 类分形信号参数的方法。然而，该算法不仅极为繁

复，而且有一定的局限性，特别在人们感兴趣的领域反而不

相合。1998 年，Ninness 已经证明 [2 ，当存在噪声时 ML 算

法仅当谱指数 时才是相合估计，否则会以概率 1 收

敛到错误结果。这是一个令人沮丧的结论。尽管1/

]

(0,1)γ ∈

f 分形过

程模型并非唯一，但是 Mandelbrot 定义的分数 Brown 运动

(fBm) 至今还是1/[3] f 过程唯一的优良模型。可是它的 Hurst

指数 恰好是 ， ，即 ) ，因此

采用 ML 算法

H (0,1)H ∈ 2 1Hγ = + (1,3γ ∈

， γ 估计的非相合性很可能导 2致σ 估计的错

误。本文根 1/据 f 过程的小波系数在相关结构上的特点，

1/

对

f 过程观测值的小波系数方差进行一系列代数运算，找到

                                                        

效的
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了一 

种行之有 估计1/ f 类分形随机过程参数 2 2( , , )wβ σ σ 的新

算法，当 0γ > 时，它不仅可以证明是强相合估计量，而且

远较 ML 估计简单。模拟结果也充分表明这种算法的有效性

越性 限 高斯白噪声。  

2  

和优 ，所加噪声也并不局 于

1/ f 过程的小波分析 [1,4]  

设 ( )x t 平稳零均值高斯分布的1/为非 f 分形随机过程，

( )w t 是与 ( )x t 统计独立的加性平稳高斯白噪声，观察信号

( )r t 为 
( ) ( ) ( )r = + (t x t w t ，    ),∈ −∞ ∞       (1) t  

( )x t 的尺度为 m ( {1,2, , }Mm m M∈ = )时间为 的小波系

数为 

k

( ) ( ), ( )m m m
k k k ( )dx x t t x t t tψ ψ

∞

−∞
= = ∫         (2) 

其中 

k( ) ( )/ 22 2m m m
k t tψ ψ= −              (3) 

m
kx 的方差： 

( ) 2 2 2m m
kV x mγσ β σ− −= =             (4) 
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( )
2

22 1 d
2

x
r

σσ Ψ ϖ ϖ
π ϖ

+∞

−∞
= ∫             (5) 

2
xσ 是 ( )x t 的谱常数。 ( )x t 的分数维 和自相似 Hur 指数

是 

D st

H
                        (6) (5 ) / 2 2D γ= − = − H

( )r t 和 的小波系数为 ( )w t

( ) ( ) ( ) ( ), dm m m m
k k k kr r t t r t t t x wψ ψ

∞

−∞
= = =∫ m

k+      (7) 

( ) ( ) ( ) ( ), dm m m
k k kw w t t w t tψ ψ

∞

−∞
= = ∫ t          (8) 

m
kr 的方差为 

( ) 2 2m
k mV r 2m

wσ σ β σ−= = +               (9) 

其中 2
wσ 是 的方差。 m

kw

3  在噪声中1/ f 分形过程参数的相合估计 

作为1/ f 过程优良模型的 fBm，它是唯一具有自相似分

形特性的高斯过程，可是其 分形参数恰好是Hurst (0,1)H ∈ ，

即 。当存在噪声时 ML 算法仅当谱指数 才

是相合估计，否则会以概率 1 收敛到错误结果，因此 ML 估

计不适用于噪声中 fBm 的参数估计。这就迫使人们寻找1/

(1,3)γ ∈ (0,1)γ ∈

f

分形过程参数估计的新方法。 

设 ( )HB t 为 fBm， 

   ( ) ( ) ( ) ( ){2 0 1/ 2 1/ 2 d
1/ 2

H HB
HB t t B

H
σ ξ ξ ξ

Γ
− −

−∞
= − −

+ ∫  

   ( )}1/ 2

0
d

t Ht Bξ ξ−+ −∫                     (10) 

其中 ( )B t 是布朗运动， ，(0,1)H ∈ ( )HB t 是非平稳零均值高

斯随机过程。记 ( ) ( )Hx t B t= ， ( )w t 是与 ( )x t 统计独立的加

性平稳白噪声，观察过程同式(1)。 

根据 fBm 的性质， 

 ( ) ( ){ } ( )
2

2 2 2

2
H H HH

H HE B t B s t s t sσ
= + − −    (11) 

设 ( )HB t 的小波系数为 m
kx ，由小波 的容许条件以及式

(11)，易得式(12) [5 ：
 

( )tψ
]

 
{ } ( )

( )

2
2

2 1

2 , 2 d
2

2 (12)

Hm n m n m nH
k j

Hm

E x x A j kψ
σ τ τ τ

∞ − −

−∞

+−

⎡ ⎤= − − +⎢ ⎥⎦⎣

×

∫  

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
1
2, dA t tψ α β α ψ ψ α β

∞

−∞
= ∫ t−        (13) 

由式(4)可得， m
kx 的方差为 

( ) ( )( )2 12

2

( / 2) 2

( / 2) ( )(2 ) (14)

Hm m
k H

m
H

V x U H

U H

ψ

γ
ψ

σ

σ

+−

−

=

=
 

这里 

         ( ) ( ) 21, dHU H Aψ ψ τ τ
∞

−∞
= −∫ τ

1

        (15) 

                                  (16) 2Hγ = +

同理，由式(9)可得， ( )r t 的小波系数 的方差为 m
kr

( ) ( )( ) ( )
2

2 2 22 2
2

m m mH
k wV r U H

γ γ
ψ

σ 2
w mσ σ σ− −= + = + σ=   (17) 

依据式(17)，由 0γ ≠ 可得 

          
( ) ( )
( ) ( )

1

2 1
log

m m

m

V r V r

V r V r
γ

−

+ m

⎡ ⎤−
⎢ ⎥=
⎢ ⎥−⎣ ⎦

          (18) 

记 γ 的估计量取为 
2 2

1
2 2 2

1

ˆ ˆˆ log
ˆ ˆ

m m

m m

σ σγ
σ σ

−

+

⎛ ⎞−
= ⎜

−⎝ ⎠
⎟            (19) 

           
式中 

( ) ( )
( ) 22

1

1ˆ
N i

i
i k

k
r

N i
σ

=

= ∑ ，       (20) 1, , 1i m m m= − +

2ˆmσ 是尺度 下的样本方差,即为 的估计量，m ( )mV r ( )N m 是

尺度为 时的可用数据的总数。 m

分维数 的估计量为 D
           ( )ˆ ˆ5 /D γ= − 2               (21) 

根据式(17) 

           
( ) ( )

( ) ( )

1
2

2 1 2

m m

m

V r V r
γ γ

σ
−

−

−
=

−
           (22) 

可得 2σ 的估计量: 

( )
2 2

2 1
ˆ

ˆ ˆˆ
2 1 2

m m
m ˆγ γ

σ σσ −
−

−
=

−
              (23) 

同理可得 2
wσ 的估计量: 

ˆ2 2 2ˆ ˆ ˆ 2 m
w m

γσ σ σ −= −             (24) 

由矩估计的函数性质易得 2 2( , , )wβ σ σ 的估计量式(19)，

(23)和(24)的相合性。 

设 ( ){ }1 , ,m m
N mr r 是独立同分布( )随机变量集合，且

的方差

iid m
kr

( ) ( )2 22m m
wV r

γ
σ σ−= + 有界，则 ( )mV r 矩估计: 

          
( ) ( )

( ) 22

1

1ˆ
N m

m
m

k
r

N m
σ

=

= ∑ k             (25) 

是强相合估计。若满足 ， ，2 0σ ≠ 0γ ≠ 2 2
1ˆ ˆ 0m mσ σ −− ≠ , 

2 2
1ˆ ˆ 0m mσ σ+ − ≠ ，由于 2logy x= 是连续函数，则估计量 γ̂ 是 γ

的强相合估计。同理， 当 0γ ≠ ， ˆ 0γ ≠ 时， 2σ̂ 是 2σ 的强

相合估计， 2ˆwσ 是 2
wσ 的强相合估计。 

很显然，要求 2ˆmσ 是强相合估计量， ( ){ }1 , ,m m
N mr r 就 

必须是 iid 随机变量集合。由 fBm 的小波系数性质可知， 
m
jx 和 n

kx 的 互 相 关 衰 减 速 率 为( , ; ,xR m n j k )
( )2

2 2
H Mm nj kΟ

−− −⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

[6] ，其中 是 指数，H Hurst M 是小

波 ( )tψ 的正规性条件(消失矩)：  

      ( )d 0mt t tψ
∞

−∞
=∫  ，      (26) 0,1, , 1m M= −

小波变换对自相似的1/ f 过程有很强的去相关作用，只要小

波 的( )tψ M 足够地大，fBm 互相关衰减速率远快于其自身 
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的自相关衰减速率，就可以十分近似地满足 ( ){ }1 , ,m m
N mr r 的

独立性条件。甚至对于某些小波(例如 Meyer 小波)，其小波

系数之间是完全不相关的，也就是说 ( ){ }1 , ,m m
N mr r 是 ii 随机

变量集合的，

d
2ˆmσ 即为强相合估计。 

图 1和图 2是采用Wornell和Oppenheim[1] 提出的极大似

然估计(ML)方法仿真而得的结果：从图 1 和图 2 可以明显看

出，当谱指数 时，其期望基本上是一条水平直线，而

且估计值收敛于准确值 0.6，实验结果显示其是相合估计；

当谱指数 时，随着

0.6γ =

1.8γ = M 的不断增大，其估计值却不是

收敛于准确值 1.8，而是收敛于愈来愈小的错误值，实验结

果显示其是非相合的。(1998 年，Ninness[2]已经理论验证了

这一结果)。 

 
图 1  谱指数 γ 的期望          图 2  谱指数 γ 的期望 

( )                    ( ) 2 10wσ −= 2 2 110wσ −=

4  数值结果与分析 

为便于比较，采用的模拟方案与 Ninness 的方法类似，

fBm 的样本利用小波方法产生 [4 。先选择一组正交归一化的

小波基

]

( )/ 2( ) 2 2m m
mk tψ ψ= t k− ，再取一组互不相关或是相关

很小的零均值随机变量作为 ( )x t 的小波系数 m
kx ，且要求其

方差在不同 值下满足：   m

( )2var( ) 2m m
kx

γ
σ −=  

然后构造 

0
( ) ( )

M
m

M k
m k

mkx t x ψ
=

= ∑∑ t             (27) 

( ) lim ( )MM
x t x

→∞
= t                 (28) 

( )Mx t 便是1/ f 过程 ( )x t 的小波变换的近似表达式，即为近

似的1/ f 过程，M 愈大愈接近于 ( )x t 。所选用的小波应具有

高阶原点矩为零的特点，而且阶次愈高愈好(至少要满足消失

矩 / 2M γ≥ ，γ 是待仿真1/ f 过程的谱特性参数)。观察信号

如式(1)所示， 是白噪声，当 为 Gauss 分布时， ( )r t ( )w t ( )w t

( ){ }1 , ,m m
N mr r 在小波消失矩 M 足够大时才能保证是 iid 随机

变量集合，而 为 Rayleigh 分布和对数 Gauss 分布时就不

一定能保证了。以下就对这 3 种噪声分布进行数值仿真，小

波分别使用 10 阶 Daubechies 小波(db10)， 5 阶 Daubechies

小波(db5)和 Meyer 小波(meyer)， ， 和1.8 ，

和 ，数据长度

( )w t

2 500σ = 0.6γ =
2 210wσ −= 110− 2MN = ， [ ]10,16M ∈ 。 

很显然，本文提出的分形参数的相合估计是十分有效

的。从 10 阶 Daubechies 小波和 5 阶 Daubechies 小波比较可

以看出只要小波 ( )tψ 的消失矩 M 足够大，那么对谱指数 γ

的估计也就愈精确。Meyer 小波由于小波系数之间是完全不

相关的，它能保证 2ˆmσ 为强相合估计，因此对谱指数 γ 的估

计也相当精确。从白噪声 取的 3 种噪声分布来看，估计

效果还是 Gauss 分布要较 Rayleigh 分布和对数 Gauss 分布稍

好一些。毕竟当白噪声 为 Gauss 分布时， 

( )w t

( )w t ( ){ }1 , ,m m
N mr r

在小波消失矩 M 足够大时能够保证是 随机变量集合，另

外两种噪声分布则无法满足这一条件。 

iid

图 3 和图 4 是采用本文提出的相合估计方法仿真而得的

结果(白噪声 为 Gauss 分布)： ( )w t

 
图 3  谱指数 γ 的期望值       图 4  谱指数 γ 的期望值 

( 2 10wσ 2−= )                   ( 2 110wσ −= ) 

图 5 和图 6 是采用本文提出的相合估计方法仿真而得的

结果(白噪声 为 Rayleigh 分布)： ( )w t

 
图 5  谱指数 γ 的期望值        图 6  谱指数 γ 的期望值 

( 2 10wσ 2−= )                   ( 2 110wσ −= ) 

图 7 和图 8 是采用本文提出的相合估计方法仿真而得的

结果(白噪声 为对数 Gauss 分布)： ( )w t

 
图 7  谱指数 γ 的期望值         图 8  谱指数 γ 的期望值 

( 2 10wσ 2−= )                   ( 2 110wσ −= ) 
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5  结论 

1/ f 类分形信号是非平稳的，难以采用传统的信号分析

工具进行分析。至今，国际上未见有文献提出具有实用价值

的估计分形信号的新方法。本文基于小波分析，对噪声中

1/ f 分形过程观测值小波系数方差进行了一系列巧妙的代

数运算，找到了一种行之有效的估计分形参数 2 2( , , )wβ σ σ 的

算法，并给出了详尽的证明过程。同时与估计1/ f 类分形信

号经典ML方法作了详细比较，从仿真结果明显可以看出，

新算法远比ML方法简洁、有效、实用，全面弥补了ML方法

的不足之处，尤其是估计参数范围广泛，噪声不局限于高斯

分布这两点使人们特感兴趣。 
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