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两带自适应 FIR 线性相位双正交滤波器组设计 

水  冰    史仪凯 

 (西北工业大学机电学院  西安  710072) 

摘  要  自适应滤波器组设计是多速率滤波器组理论和应用的一个重要方面。由于其频率响应更好匹配于输入信

号的统计特性，这类滤波器组可获得更大的子带编码增益。该文研究了两带自适应 FIR 线性相位双正交滤波器组

的设计问题，给出了设计算法，特别是通过最优 IIR 双正交滤波器组确定初始点(初始滤波器组)的方法。仿真结果

表明，得到的滤波器组的子带编码增益远远超过了最优的 IIR 正交滤波器组，与已有的设计结果比较，编码增益明

显提高。 
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Design of Signal-Adapted Two-Band Biorthogonal  
Linear Phase Filter Banks 

Shui Bing    Shi Yi-kai 
(Northwest Polytechnical University, Xi’an 710072, China) 

Abstract  Signal-adapted institute of filter banks are an important subject in the theory and applications of the multirate 
filter banks.Since the frequency responses match the statistics of the underlying signals very well， these filter banks 
achieve the larger subband coding gains. This paper investigates the design of two-band signal-adapted biorthogonal linear 
phase filter banks and gives the design algorithm, in particular, the method to determine the initial points (initial filter 
banks) with the optimal IIR biorthogonal filter banks that is easy to be obtained. The result of emulation indicates that the 
subband coding gains of the resulted filter banks are excess those of the optimal IIR paraunitary filter banks much, and 
comparing with the existing results the subband coding gains are markedly improved. 
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1  引言 

匹配于信号统计特性的自适应滤波器组设计目前成为

了滤波器组理论和应用的研究热点之一。由于滤波器组的频

率特性匹配于输入信号的统计特性，这样的滤波器组在子带

编码增益上超过了标准的滤波器组。设计自适应滤波器组

时，常用子带编码增益作为优化的目标函数， 滤波器结构

作为设计约束， 如正交\双正交，FIR/IIR等。正交性和IIR
约束下，主分量滤波器组(PCFB)达到最大编码增益，这一重

要结果由Tsatsanis 和Giannakis在 1995 年给出[1]。主分量滤

波器组由一组块状滤波器构成，可直接从输入信号的功率谱

密度得到。随后，Moulin和Kirac分别提出了用LSIP方法和窗

法设计自适应正交FIR滤波器组 [2,3]。Vaidyanathan[4]等在 1998
年系统论述了最优双正交IIR滤波器组设计问题和研究进展，

并且猜想主分量滤波器组级联半白化滤波器组达到最大子

带编码增益。2000 年，Moulin[5]证明了这一猜想。至此，IIR
情况的设计问题得到了彻底解决。由于IIR滤波器不可实现，

自适应FIR双正交滤波器组设计显得尤为重要，因为一些例

子表明：相同长度情况下，双正交滤波器比正交滤波器组可
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以获得更大的子带编码增益，特别是两带情况下，可以设计

线性相位的FIR双正交滤波器组，在许多应用中(如图像压缩)
这是非常有用的。利用提升结构[6]，水鹏朗[7,8]等设计了自适

应的双正交内插滤波器组。与正交情况相比，编码增益得到

了明显提高，然而这种特殊结构也限制了编码增益的更大改

善。2001 年，Lu Wu-sheng[9]等人研究了M带自适应双正交FIR
滤波器组的优化设计问题，问题归结为一个高度非线性约束

优化问题。但由于缺乏有效的初始点(或初始滤波器)的选择

方法，没有达到满意的设计结果。 
本文研究两带自适应双正交 FIR线性相位滤波器组的设

计问题。利用最优双正交 IIR 滤波器组的结果和双正交 FIR
线性相位滤波器组的结构，给出了一种确定初始滤波器组的

有效方法。这种方法对中等或长的 FIR滤波器组是很有效的。

与已有的方法相比，子带编码增益得到了明显的提高。  

2  设计问题的数学描述 

作为滤波器组的重要应用领域之一，子带编码器由滤波

器组和标量量化器构成，两带子带编码器的结构如图 1 所示：  

 
图 1 两带子带编码器的结构 
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输入信号 ( )x n 假定为广义平稳的零均值高斯随机序列，子带

系数和下采样子带系数用 0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( )x n x n y n y n 表示，Q 表
示均匀标量量化器。恢复信号 ( )x n′ 的失真由量化失真和系统

失真两部分组成。滤波器组双正交或正交时，失真完全由量

化引起。在输入为零均值高斯随机序列、高比特率量化和最

优比特分配假定下，子带编码器的性能常用子带编码增益

(GSBC)评估，子带编码增益的公式为[4,5]

2
SBC 0 1 0 12 2(xG hσ σ σ −≡ 1)h             (1) 

2 2 2
0 1, ,xσ σ σ 是 ( )x n , 0 1( ), ( )x n x n 的方差， 是综合滤波器

组。子带编码增益越大，滤波器组性能越好。  
0 1,h h

子带编码的优点在于子带滤波器组的去相关特性。子带

信号通道内和通道间相关性的降低或完全去相关是编码效

率提高的根本原因。自适应滤波器组设计的目的就是：在一

定滤波器组结构约束下，按照输入信号的统计特性优化滤波

器系数使子带编码增益最大。滤波器组的结构约束往往决定

了设计方法，如IIR滤波器组常采用频域方法[1,4,5]而FIR滤波

器组常采用时域方法[2,3,7-9]。 

按照两带FIR双正交线性相位滤波器的结构，首先给出

自适应设计问题的时域描述。两带双正交FIR滤波器组结构

的研究已非常透彻。FIR滤波器组{ }0 1 0 1( ), ( ); ( ), ( )h n h n g n g n 双

正交的充要条件为[10]

1 1
0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 2H z G z H z G z− −+ − − =           (2) 
(2 1) 1 1 (2 1) 1

1 0 1 0( ) ( ), ( ) ( )L LH z az G z G z a z H z− + − − − + −= − = −    (3) 

a 是非零常数而 L 是整数。设计中常取 。于是，

上述条件的时域形式为 

1, 0a L= =

0 0( ) ( 2 ) ( )
k
h n g n k kδ+ =∑               (4) 

1 1
1 0 1 0( ) ( 1) (1 ), ( ) ( 1) (1 )n nh n g n g n h n− −= − − = − −      (5) 

为了满足式(4), 滤波器长度要么都是偶数，要么都是奇数。

FIR双正交滤波器组中，线性相位是一个重要的设计要求。

它保证了数据对折延拓时子带分解系数长度不扩张并可以

抑制边界效应，这在图像压缩中尤其重要[11]。线性相位双正

交滤波器组分成两类：滤波器长度为奇数的对称/对称型滤波

器组；滤波器长度为偶数、低通对称、高通反对称的对称/
反对称型滤波器组。为简单起见，在此只讨论对称/对称滤波

器组的设计，对称/反对称型滤波器组的设计可按类似的方法

完成。不失一般性，假定 的长度是 ，0 ( )h n 2 1N + 0 ( )g n 的长

度是 ，对称中心都是 0 高通滤波器关于 对称，即 2N +% 1

N

α

1n =

0 0

0 0
1

1 1 1

1
1 1 1

(0) 2 (0), ( ) ( ), 1,2, ,

(0) 2 (0), ( ) ( ), 1,2, ,

(1) 2 (0), ( ) (2 ) ( 1) ( 1),

2,3, , 1

(1) 2 (0), ( ) (2 ) ( 1) ( 1),
2,3, , 1

n

n

h h n n n N

g g n n n

h h n h n n

n N

g g n g n n
n N

α α

β β

β β

α

−

−

= ± = = ⎫
⎪

= ± = = ⎪
⎪= = − = − − ⎪
⎬

= + ⎪
⎪= = − = − − ⎪
⎪= + ⎭

L

%L

%L

L

    (6) 

假定输入 ( )x n 的相关序列是 ，则子带

信号

( ) { ( ) ( )}r k E x n x n k= +

0 1( ), ( )x n x n 的方差分别为 
2 2 2
0 0 0
2 2 2
1 1 1

{ ( )} { ( )}

{ ( )} { ( )}

E x n E y n

E x n E y n

σ β

σ α

⎫′= = = ⎪
⎬

′= = = ⎪⎭

A

B

其中矩阵 A，B为 

β

α

]j

       (7) 

, 0, ,

, 0, ,

, 2[ ( ) ( )]

, 2( 1) [ ( ) ( )

ij iji j N

i j
ij iji j N

a a r i j r i j

b b r i j r i
=

+

=

⎫⎡ ⎤= = − + +⎣ ⎦ ⎪
⎬

⎡ ⎤= = − − + + ⎪⎣ ⎦ ⎭

A

B

%L

L

   (8) 

按照式(1), 子带编码增益最大等价于
22 2

0 1 0 12h hσ σ 2
2

2+

= +⎣
%L

最小。为

此，引进目标函数 
2( , ) 4( )( )[ (0)][ (0)]f α β α β′ ′ ′ ′= +βAβ αBα α α β β    (9) 

而双正交约束变成： ,0,1, , ( ) / 2k N N⎢ ⎥⎦ x⎢ ⎥⎣ ⎦ 表示对 x 下

取整。  

[0
( , ) ( ) (1 ( 2 ) ( 2 )

(1 ( 2 ) ( 2 ) ( ) (10)

N
k n

C n n k n k

n k n k k

α β α δ β

δ β δ
=

≡ + + +

⎤+ + − − =⎦

∑  

于是，滤波器组的自适应设计归结为优化问题： 

,
min{ ( )}

s.t. ( ) ( ), 0,1, , ( ) / 2k

f

C k k N N
α β

δ

⎫⎪
⎬

⎢ ⎥= = + ⎪⎣ ⎦⎭

α,β

α,β %L
    (11) 

对于上面的优化问题，滤波器长度较长时，优化问题规模大，

存在很多局部极值点。因此，初始点选取是设计算法的关键。 

3  初始滤波器的确定方法 

正交情况下，当滤波器长度趋向于无穷时，自适应FIR

正交滤波器组的幅频响应趋向主分量滤波器组(PCFB)的幅

频响应。因此，通过PCFB的FIR近似可以得到好的FIR正交

滤波器组，窗法[3]就是基于这一思想的典型设计方法。然而，

在双正交情况，自适应FIR双正交滤波器组随着长度趋于无

穷时, 幅频响应并不趋于最优IIR双正交滤波器组的幅频响

应。 这导致了自适应FIR双正交滤波器组在设计上是困难

的。但最优IIR双正交滤波器组给出了自适应FIR双正交滤波

器组子带编码增益的一个上界。下面简单回顾PCFB，最优IIR

双正交滤波器组的一些基本概念并给出后者的一个重要性

质；然后，利用这些结果和性质研究求解优化问题式(11)时

初始点的选取方法。 

3.1  主分量滤波器组(PCFB)[1]和最优的双正交滤波器组[4] 

主分量滤波器组是具有最大编码增益的IIR正交滤波器

组，由Tsatsanis等[1]在 1995 年给出。设输入信号 ( )x n 的功率

谱密度为 ( )xS ω ，主分量滤波器组的频率响应为 

PCFB PCFB0 1
0 1

0 1

2, 2,( ) , ( )
0, 0,

H Hω Ω ω Ωω ω
ω Ω ω

⎧ ⎧∈ ∈⎪ ⎪= =⎨ ⎨
∉ ∉⎪⎪ ⎩⎩ Ω

)

 (12) 

其中 0 { ( , ], ( ) (x xS SΩ ω π π ω π ω≡ ∈ − > − 或 / 2 / 2π ω π− ≤ ≤  

且 ( ) ( )}x xS Sω ω= , 1 0[ , ]Ω π π Ω= − − 。 集合 由0 1,Ω Ω ( )xS ω 惟

一确定并且互不重叠。这样子带信号 和 是完全解相关

的，即

0y 1y

0 1, , { ( ) ( )} 0m n Z E y n y m∀ ∈ = E, 表示数学期望。例如，

当 ( )xS ω 满足 ( ) ( ), [0, / 2]x xS Sω π ω ω π≥ − ∀ ∈ 时，主分量滤波

器组由理想低通和高通滤波器组成。大多数情况下，子带内

样本间是相关的。相关性降低了编码效率，人们希望利用双

正交滤波器组降低这种相关性，提高编码效率。 由于PCFB
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已经实现了通道间的完全解相关，在研究自适应IIR双正交滤

波器组设计时，首先考虑了结构如图 2 的IIR双正交滤波器组
[4]： 

 
图 2 正交滤波器组级联通道去相关滤波器结构 

其中 是正交滤波器组。输入信号功率谱密度无

零 点 时 ， 正 交 滤 波 器 组 取 PCFB ，

0, 1 0 1{ ; ,H H G G }

( )iλ ω 取 半 白 化

(Half-whitening)滤波器时，编码增益最大[4]。这时，子带信

号 0( )x n 和 1( )x n 的功率谱密度为 

0 0 1 1
( ) 2 ( ) ( ), ( ) 2 ( ) ( )xS S S SΩ Ωx x xω ω χ ω ω ω χ ω= =

( ) 1, ; ( ) 0,x xΩ Ω

 

其中 ω ω Ω ω ω Ω= ∈ = ∉ 0 ( )

Ω

。采样后，y n

和 的谱密度为 1( )y n

0 0 1

1 1 0

( ) ( / 2) ( / 2) ( / 2) ( / 2)

( ) ( / 2) ( / 2) ( / 2) ( / 2)
y x x

y x x

S S x S x

S S x S x
Ω

Ω Ω

ω ω ω π ω ω

ω ω ω π ω ω

= + − ⎫⎪
⎬= + − ⎪⎭

  (13) 

上式中利用了关系
0 1
( ) ( )x xΩ Ωπ ω ω− =

1 0
( ) ( )x xΩ Ω和 π ω ω− = 。 

显然， ( )xS ω 无零点时，式(13)的两个功率谱恒正。半白化

滤波器由式(13)的功率谱密度确定，表达式为 

0 1

0 0
44

1 1( ) , ( )
( ) ( )

H W H W

y yS S
λ ω λ ω

ω ω
− −= =        (14) 

于是，自适应 IIR 双正交滤波器组的频率响应为 

0

1

0

1

Bior PCFB 40 0

Bior PCFB 4
1 1

Bior PCFB 4
0 0

Bior PCFB 4
1 1

( ) ( ) (2 )

( ) ( ) (2 )

( ) ( ) (2 )

( ) ( ) (2 )

y

y

y

y

H H S

H H S

G H S

G H S

ω ω ω

ω ω ω

ω ω

ω ω

⎫=
⎪
⎪= ⎪
⎬

= ⎪
⎪

= ⎪⎭

ω

ω

           (15) 

这样，子带信号相互间完全不相关，半白化滤波器 ( )H W
iλ ω−

由编码增益最大化准则确定。2000年，Moulin[5]证明了PCFB+

半白化滤波器组在所有的IIR双正交滤波器组中编码增益最

大，因此称它为最优的双正交滤波器组。 至此，自适应IIR

双正交滤波器组的设计问题完全解决。详细的证明参见文献

[4]和文献[5]。另外，由于滤波器在频域互不重叠，故有下面

性质：设 Bior Bior Bior Bior
0 1 0 1( ), ( ), ( ), ( )H H G Gω ω ω ω 表示最优的IIR

双正交滤波器组，那么对任意两对全通滤波器 0 1( ), ( )P Pω ω ， 

即 

( ) 1, ( ) ( 2 ), , 1,2i i iP P P R iω ω ω π ω= = + ∀ ∈ =     (16) 

和 非 负 整 数 ， 滤 波 器 组 , ,a b Bior
1 1( ) ( )bP Hω ω 和

1 Bior
1 1( ) ( )b P Gω ω− 仍然双正交并且达到最大子带编码增益。 

也就是说，最优 IIR 双正交滤波器组在相差一对全通乘

子和标量因子的意义下惟一。 这一性质在初值点确定中非

常重要。由于最优 IIR 双正交滤波器组的分析和综合滤波器

组 2-范数相差较大，为此取 
1/ 2 1/ 2 1/ 2 1/ 2Bior Bior Bior Bior

0 0 1 12 2 2 2
,a g h b g h

− −
= =  

使得每个滤波器与它的对偶 2-范数相同。 

3.2  对称/对称滤波器组设计初始点的确定 

在对称/对称 FIR 双正交滤波器组中，滤波器的频率响应

分别为 

0 0

0 0

1 0

1 0

( ) 2 ( )cos( )

( ) 2 ( )cos( )

( ) 2 ( )cos( ( ))

( ) 2 ( )cos( ( ))

N

n

N

n

Nj
n
Nj
n

H n n

G n n

H e n n

G e n n

ω

ω

ω α ω

ω β ω

ω β π ω

ω α π

=

=

−
=

−
=

=

=

= −

= −

∑
∑

∑
∑

%

%

ω

e

 

这种情况下，两个全通滤波器组 0 1( ) 1, ( ) jP P ωω ω −= = 。这

样 Bior
0 0( ) ( )aP Hω ω 是实对称的， 

Bior
0 0 0

1 Bior 1
1 1 0

( ) ( ) 2 ( )cos( )

( ) ( ) 2 ( )cos( ( ))
n

j
n

aP H a a n n

b P G b e a n nω

ω ω ω

ω ω π ω

∞
∞=

∞− − −
∞=

⎫= ⎪
⎬

= − ⎪⎭

∑
∑

 (17) 

其中 
1 Bior

00

1 Bior
10

( ) [ (1 ( ))] ( )cos( )d

( ) [ (1 ( ))] ( )cos( ( ))d

a n n H n

a n n G n

π

π

π δ ω ω ω

π δ ω π

−
∞

−
∞

= +

= + −

∫

∫ ω ω
 

最优IIR双正交滤波器组中，一般 ( ) ( )a n a n∞ ∞≠ ；而FIR对称/

对称滤波器组中 0 ( )H ω 和 0 ( )G ω 都由参数 确定。因此，

我们不可能选取参数 使得

( )a n

( )a n 0 ( )H ω 和 1( )G ω 同时逼近
Bior

0 0( ) ( )aP Hω ω 和 1 Bior
1 1( ) ( )b P Gω ω− ，这正是滤波器长度趋于

无穷时自适应FIR双正交滤波器组不趋于最优IIR双正交滤波

器组和窗法[4]不能用于自适应FIR双正交滤波器组设计的原

因。关于初始向量对 initial initial( ), ( )α ω β ω 的选取，按照编码增

益的式(1)，编码增益分母的前两项 0 2,σ σ 对滤波器系数的变

化更敏感，因此我们选择逼近分析滤波器组。于是有 

1 Bior
initial 10

Bior1 Bior
initial 00

( ) [ (1 ( ))] ( )cos( ( ))d ,

0,1, ,

( ) [ (1 ( ))] ( )cos( )d ,

0,1, ,

n b n G n

n N

n a n G n

n N

π
α π δ ω π ω ω

β π δ ω ω ω

−

−

⎫= + − ⎪
⎪= ⎪
⎬
⎪= +
⎪
⎪= ⎭

∫

∫

L

%L

 (18) 

当 FIR 滤波器较长时，滤波器组也接近完全重构的，反映在

式(10)的双正交条件近似成立，从后面的仿真实例中可以看

到这点。 

4  两带自适应线性相位 FIR 双正交滤波器组设计 

式(9)和式(10)给出了线性滤波器设计的目标函数和双正

交约束，式(18)给出了设计初始向量的确定公式。优化问题

可以用标准的梯度下降法求解。考虑两类常用的随机序列

AR(1)和 AR(2)作为输入信号： 

AR(1)过程，相关系数 ( ) ,nr n ρ= 0.95ρ = ; 

AR(2)过程，极点 ,0 1iz e θρ ρ±
± = < < ，相关系数为 

2

2

(0) 1, (1) (2 cos ) /(1 )

( ) 2 ( 1)cos ( 2)

r r

r k r k r k

ρ θ ρ

ρ θ ρ

= = +

= − − −
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上述的 AR(1)和 AR(2)分别是描述图像和图像纹理的简单统

计模型。  

对于 AR(1)过程，主分量滤波器组(PCFB)的子带编码增 

益是 3.9855 而最优 IIR 双正交滤波器组的子带编码增益是

6.5001。 设计奇数长度的对称/对称滤波器组，不失一般性，

取分析和综合滤波器长度相等， 。用初

始点处目标函数的值和双正交条件的整体误差

10,11, ,15N N= =% L

ε =  
[( ) / 2] 2

0
( , )N N

kk
C α β+

=∑
%

来衡量初始点的性能。对于 AR(1)过程， 

初始点和得到的自适应滤波器组的子带编码增益如表 1 所

示。 

表 1  AR(1)过程的初始点和子带编码增益 

N=  N% 10 11 12 13 14 15 

目标 
函数值 

0.0267 0.0229 0.0226 0.0251 0.0247 0.0228
初
始
点 双正交

误差 
0.1287 0.1278 0.1290 0.1274 0.1267 0.1259

子带编码

增益 
5.2342 5.2486 5.3000 5.3760 5.3838 5.4075

当 时，4 个滤波器的幅频响应如图 3 所示，

图 3 (a)–图 3(d)分别表示低通分析、高通分析、低通综合和

高通综合滤波器，虚线表示最优 IIR 双正交滤波器的幅频响

应。由于 AR(1)过程是一个典型的低通过程，信号能量集中

在低频区，自适应 FIR 滤波器组的分析滤波器的幅频响应在

低频区非常接近最优 IIR 滤波器组，而综合滤波器组的幅频

响应也接近于最优 IIR 滤波器。 

15N N= =%

 
图 3  AR(1)过程最优 FIR 和 IIR 滤波器组对比 

对于 AR(2)过程，取 0.975, /3ρ θ π= = 。 相应的 PCFB

和最优 IIR 双正交滤波器组的子带编码增益分别是 5.0375 和

8.6913。在设计对称/对称型的自适应双正交滤波器组时，取

。优化设计得到的滤波器组的子带编码

增益如表 2 所示。 

10,11, ,15N N= =% L

当 时，自适应 FIR 滤波器组和最优 IIR 滤波

器组幅频响应如图 4 所示。 图 4(a)–图 4(d)依次为低通分析、

高通分析、低通综合和高通综合滤波器。在第 2 节提到，自

适应 FIR 滤波器组不可能同时逼近最优的 IIR 滤波器组的分

析\综合滤波器，见图 4 (c)和图 4(d)。 

15N N= =%

表 2  AR(2)过程的子带编码增益 

 

图 4  AR(2)过程最优 FIR 和 IIR 滤波器组对比 

另外，在文献[7,8]中，双正交性是由提升结构保证，得

到的自适应滤波器组是严格数学意义上双正交的。本文方法

是用优化问题中的一组二次等式约束保证双正交性，与文献

[9]类似。前面设计例子中，双正交误差小于 2210− ，也就是

说关于双正交性，滤波器系数精确到小数点后 11 位，这对

大多数应用已经足够了。与文献[7－9]相比，子带编码增益得

到了大幅度提高。最后，为说明初始点选取的重要性，看文

献[9]的例子 D：对 的 AR(2)过程，滤

波器长度是 9 和 7 时, 用 Daubechies 9/7 作为初始滤波器(编

码增益 2.1554)，得到的自适应滤波器组的子带编码增益是

4.3267。按照本文方法选定初始点，得到的自适应滤波器组

的子带编码增益是 10.3695。导致这种巨大差异的原因在于：

该 AR(2)过程的能量集中在高频区，此时 Daubechies 9/7 不

是一个好的初始点。因此，即使滤波器长度较短时，本文的

初始点选择方法仍可获得满意的设计结果。 

/1.25, 0.975θ π ρ= =

5  结束语 

本文提出了一种两带自适应 FIR线性相位滤波器组的设

计方法，特别是利用最优 IIR 滤波器组确定优化算法初始点

的方法。实验结果表明了这种方法非常有效。如果不考虑线

性相位要求，这种方法只要对目标函数、约束等式略作修改，

可直接用于自适应 FIR 双正交滤波器组的设计。由于线性相

位要求另外，这种设计方法也可以用于直接设计两带 FIR 非

线性相位滤波器组。进一步，借助 M-带最优 IIR 双正交滤波

器组，这种方法也可以推广到 M 带自适应 FIR 滤波器组的设

计。但在数值计算方面，M 较大时，目标函数急剧复杂化，

例如 M=8 时，目标函数是 32 次多元多项式；而约束条件个

数也急剧增加，算法的实现是一个有待研究的问题。对于更

细的频带分割情况，也可以采用文献[8]中的树状结构滤波

器，分级优化可能得到一个次最优的结果，但算法复杂度低，

数值计算易于实现。 

N N= % 10 11 12 13 14 15 
子带编

码增益
5.7639 5.8722 5.9976 6.0412 6.1430 6.3372
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