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一种基于奇异值分解的解相干算法 
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摘  要：该文针对稀疏重构解相干问题，利用接收数据厅奇导值分解(SVD)后的大特征值对应的特征矢量，提出一

种改进解相干方法。该方法通过迭代这一特征矢量来重构角度，无需知道信号源的数目，即可准确重构角度信息，

实现解相干。相对于经典 SVD 算法，所提算法运算速度更快，稀疏重构效果更优。理论分析和仿真结果都验证了

算法的良好性能。 
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Abstract: To solve the problem of coherent sources using sparse reconstruction method, this paper proposes an 

improved method for solving coherent sources using the eigenvectors corresponding to the largest eigenvalues after 

Singular Value Decomposition (SVD) decomposition of received data. The method reconstructs the angle by 

iterating the feature vector, and reconstructs the angle information accurately without knowing the number of the 

signal source. Compared with the classical SVD algorithm, the operation speed is faster, and the sparse 

reconstruction effect is better. Theoretical analysis and simulation results verify the good performance of the 

algorithm. 
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1  引言  

波达方向(Direction Of Arrival, DOA)估计一

直以来都是阵列信号处理领域的一个热点问题，在

雷达、导航、天文观测、地震检测等众多领域有着

广泛应用，2016年9月份投入启用的500 m口径球面

射电天文望远镜
    

FAST，也是一种大型的天线阵

列，可以利用空间谱估计算法从太空微弱的信号中

获取信号的方向信息。当前国内外将稀疏重构应用

到DOA估计领域的一个重要问题是对相干信号的

处理。传统的空间谱估计算法解相干性能较差，必

须进行相应的预处理(目前主要有平滑处理和矩阵

重构两类方法)，而且快拍数大于2~3倍系统自由度，

这些应用条件极大地约束着解相干方面的应用。在

实际阵列信号DOA估计中，由于物体反射、折射、

地物遮挡和有源干扰等影响，观测的空间中仅存在

可计的相干信号源，可以认为目标在空域上是稀疏

的，而稀疏重构 [1 9]− 正是利用信号在空域上的稀疏

性实现对入射信号角度的估计，且其对相干信号并
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不敏感，可以直接对接收数据进行处理，为解相干

信号开拓了另外一个思路。 

当前，基于稀疏重构对相干信号的DOA估计问

题，SVD类算法是一种重要的简化计算的方法。最

早的应用是基于L1范数的L1-SVD算法[10]，该算法大

大减少计算量、提高DOA估计性能，但仍存在必须

要对信号源数已知的缺点，而且在解相干性能不是

最优的。为了克服L1-SVD算法对信源数必须已知的

限制，基于数据协方差的SPICE算法[11]和SRACV算

法[12]被提出，但同时增加了运算量。文献[13]利用协

方差矩阵特征分解的特征值之间的显著差异确定信

号源数，在高信噪比的情况下效果较好，但信噪比

小时特征值差异并不明显。而后研究人员将SVD与

贪婪类算法结合[14,15]，进一步提高了运算速度，但

L1-SVD算法存在的根本问题还是没有解决。 
本文针对上述问题，从相干信号源这一角度出发，

对相干信号数据秩亏损进行全面的研究，利用最大

特征值对应的特征向量矩阵进行稀疏重构，解相干

精度更高、运算速度更快，进而提出一种改进的解

相干算法，最后仿真分析该算法的解相干性能，仿

真结果验证了该算法的有效性。 
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2  稀疏重构框架下的阵列 DOA 估计模型 

为简便起见，本文采用等距均匀线阵为模型，

结构如图 1 所示，M 个阵元均匀分布在间隔为 d 的

线阵上，设窄带远场相干信号入射方向为 θ ，定义

为相干入射信号与 x 轴法线方向沿顺时针的夹角，

线阵接收角度的范围为 [ 90 , +90 ]− ° ° 。本文主要讨

论解相干，信号皆为相干信号，此后不再赘述。 
图 1 中圆代表潜在信号，实心圆代表真实信号。 

 

图 1 均匀线阵模型 

在稀疏重构的框架下考虑 N 个潜在窄带远场信

号入射到 M 阵元的线阵上，其中有 T 个为真实存在

信号(T<<N)，以最左侧阵元作为参考点，M 个阵

元接收的 Q 次快拍数据表示为 

= +X AS W             (1)  

其中，X是M Q× 维数据矩阵，W是M Q× 维噪声

数据矩阵， S是窄带远场信号的N Q× 维数据矩阵

(S 为 T 阶稀疏信号)，本文假设信号和噪声为相互

独立的零均值平稳高斯的。A是均匀线阵的M N×

维阵列流型矩阵，且 

( ) ( ) ( )1 2, , , Nθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦A a a a"       (2) 

( ) 1 2j j je , e , , ek k Mk
k

φ φ φθ ⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦a "       (3) 

( )[ ]2 1 / sinlk kd lφ λ θ= π −      (4) 

其中， ( )kθa 是 1M × 维的导向矢量，λ表示入射波

波长，k 为潜在信号源序号( 1,2, ,k N= " ), l 表示阵

元序号( 1,2, ,l M= " ), kθ 表示第k 个潜在信号源相

对于法线方向的角度。 

基于稀疏重构的 DOA 估计解相干问题就是利

用一个或多个快拍的阵列接收数据 X 得到真实信源

的到达角度 Kθ , K 为真实存在信号的序号( 1,K =  

2, ,T" )，即由 X 稀疏重构 S，其本质是一个求解 0l

范数约束下的最小化问题，考虑噪声因素，其优化

函数为 
l 2

0 2argmin ,   s.t. β= − ≤S S X AS     (5) 

其中，β 是与噪声有关的参数。然而式(5)的求解是

一个 NP-hard 问题。于是研究者们提出了一系列替

代算法，主要有 3 种，分别为贪婪类算法、凸优化

类算法和贝叶斯类算法。其中，最为实用也最有名

的是贪婪迭代类算法。但经典贪婪迭代类算法要对

所有快拍数据进行处理，在贪婪迭代类算法模型上，

SVD 可以大大较少运算量，同时提高估计性能，但

同时存在致命的缺点——必须对信号源数已知。 

3  利用数据最大特征向量解相干方法 

3.1 算法描述 

当阵列流型矩阵A满足约束等容(RIP)条件时，

可通过求解数据矩阵X来重构 S。但数据矩阵X有

噪声分量W，使重构的效果恶化。 
定理  无噪情况下，当所有信号源相干的时候，

数据矩阵的最大特征向量包含所有的角度信息，该

特征向量可以表示为 

( )
1

K

n n
n

v h
=

= =∑e a AV           (6) 

式中，矩阵V是 1 维的线性因子， 1 2 3=[ ]Me e e ee " 。 
证明  假设 k 个完全相干的一组信号， is =  

0isvιλ , iv 中包含了幅度相位信息( 1,2, ,i k= " ), ιλ
为比例常数，代入式(1)的无噪形式： 

1 1

2 2

0 0 0

k k

s v

s v
s s s

s v

ι ι ιλ λ λ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= = = = =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

X AS A A A V e# #  (7) 

数据矩阵 X 并不一定是方阵，所以对其进行

SVD 分解： 
H H

1Q−
⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦X ULV e U LV         (8) 

其中，e是最大特征值对应的信号子空间， 1Q−U 是

其他特征值对应的子空间，数据矩阵X中e对应的

数据分量为 
H

1 1 1,  [1 ]= = =eX ULD XVD D 0      (9) 

式中，0 为零矩阵，化简式(9)可得 νλ=eX e，其中
νλ 最大的特征值，代入式(7) 

0
0

s
s

ι ι

ν ν
λ λ

η
λ λ

= = =e e eX X X X          (10) 

由式(10)可知 νλ=eX e 包含了所有信号源的信

息， νλ 是一个常数，可以省去，所以这个特征向量

e包含所有信源的角度信息。               证毕 
以上谈论的是在无噪的情况下的对应关系，但

现实中是有噪声存在的。在有噪声影响时，因为噪

声为相互独立的零均值平稳高斯的，所以特征值都

会叠加由W噪声分解的近似同等的噪声分量，特征

向量 U 每一列向量同样会叠加近似同等的噪声分

量，大特征值对应 1 维特征向量e仍然完全包含所 
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有信号，利用e进行稀疏重构可以改善解相干效果。 
对数据矩阵进行奇异值分解得到最大特征值对

应的特征矢量e，再用快速稀疏重构算法进行解相

干，相对经典 SVD 算法，进一步减少了运算量，而

且无需对信号源数已知，从而解决了上节末所述的

亟待解决的难题。与经典正交匹配追踪(Orthogonal 
Matching Pursuit, OMP)算法[16]不同，本文算法只

对最大特征值对应的特征矢量e进行重构，将A中

每一个列向量记作一个原子，计算每个原子与特征

向量 Le 的内积，初始值 1 =e e , L 为迭代次数 

1,2, ,argmax ,k N k Lψ == a e"        (11) 

每次迭代找出最大内积的角度，即与 Le 最相关

的原子对应的角度，原子加入原子集合 LH ，更新

原子集合 LH 和原子序号索引集合 LΦ  

{ } { }1 1,  L L L Lψ ψ− −= =H H a∪ ∪Φ Φ    (12) 

得到原子集合 LH 后进行信号的逼近，最常用

的方法是最小二乘的方法，设逼近的信号为 LS  

( ) 1T T
L L L L

−
=S H H H e          (13) 

继而用逼近的信号为 LS 更新残差，去掉原子集

合 LH 在特征矢量e对应的分量 

L L L= −e e H S             (14) 

将导向矢量A中的与 Le 最相关的原子剔除，简

单的方法就是将这一原子全部置零，迭代次数加 1，
最后当残差估计信号与特征向量e的差值达到一定

阈值时， 
2

2L L η− ≤H S e             (15) 

停止迭代，即可计算出所有角度。大量仿真实验表

明，当阈值 12eη −= 时，较好完成角度重构的同时

运行时间较短。 
3.2 算法步骤 

基于以上的讨论分析，本文提出一种改进的

MSO 算法(Modified SVD OMP, MSO)，算法步骤

如下： 

步骤 1  对原始数据进行奇异值分解，如式

(8)； 

步骤 2  找出最大的特征值对应的 1M × 维特

征向量矩阵e； 

步骤 3  阵列流型矩阵A为观测矩阵，特征向

量矩阵 Le 作为数据矩阵，记录式(11)内积最大值时

所对应的原子序号，初始特征向量为 1 =e e； 

步骤 4  计算式(12)更新原子集合 LH 和原子

序号索引集合 LΦ ； 

步骤 5  利用式(13)最小二乘法得到逼近信号

LS ； 

步骤 6  利用式(14)更新残差，剔除导向矢量A
中相应原子，迭代次数 1L L= + ； 

步骤 7  满足式(15)时，停止迭代，输出原子序

号索引集合和相应的相关值；否则继续运算步骤 3。 
3.3 MSO 算法与基于正交匹配追踪 SVD 算法和

OMP 算法的对比 

为了对比方便，下面给出数据奇异值分解后包

含信号的数据矩阵： 
1 12 1

2 22 2

2

1

1

1 1 12 1 1

2 1 22 1 2

1 2 1

0 0 0
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0 0
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"

"

"

# # % #

" Q
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⎢ ⎥
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⎢ ⎥
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⎢ ⎥
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 (16) 

其中， λ 是最大的特征值， 1 2 1, , , Qλ λ λ −" 为 1Q − 个

小特征值，U 是各个特征值对应的M Q× 维特征向

量矩阵，D是Q Q× 维单位矩阵。 

(1)关于运算量的讨论：在信号都是相干的情况

下，MSO算法只对式(16)数据矩阵第1组(λ为常数，

去掉后对结果无影响，即相当于对大特征值特征向

量处理)与阵列流型矩阵做自相关来重构信号角度，

基于正交匹配追踪 SVD 算法利用式(16)K 组(K 为

信号源数) 1M × 数据矩阵依次进行计算，而 OMP

算法要对快拍数 Q 组原始数据 X运算，MSO 算法

运算时间最少。当信号源个数较小时，基于正交匹

配追踪 SVD 算法运算速度较 OMP 算法，运算速度

有优势，但当信号源个数增加时，算法处理的信息

量增加，运算速度大大降低，尤其信号源数等于快

拍数时，经典的 SVD 算法不会减少计算量，而且由

于还进行奇异值分解，比 OMP 算法运算速度更慢。 
(2)关于重构精度的讨论：MSO 算法与基于正交匹

配追踪 SVD 算法利用包含信号的数据矩阵进行稀

疏重构，不同程度上消除噪声的影响，在 DOA 估

计精度方面较 OMP 算法要高。由式(16)可知，信号

角度信息只分布在第 1 列数据中，其他列向量都是

噪声分量，相当于基于正交匹配追踪 SVD 算法多运

算了 1K − 组噪声误差向量，所以 MSO 算法要比 
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基于正交匹配追踪 SVD 算法重构精度高。 
(3)关于对信号源数敏感程度讨论：基于正交匹

配追踪 SVD 算法必须要有信号源数的先验信息，但

在现实中信号源数是未知的，算法失效。补救的方

法通常利用信号源估计方法(信息论方法、平滑秩序

列法和盖式圆方法等信源数估计方法)得到信号源

数再进行后续计算，增加了计算量，或将信源数直

接设为快拍数的一半，但这样误差较大。MSO 算法

和 OMP 算法无需知道信号源数，可以快速重构信

号角度。性能比较如表 1 所示。 

表 1  3 类算法性能比较 

算法 运算列向量组数 重构精度 
是否知道信

号源数 

MSO 算法 1 组 最高 不需要 

SVD 算法 K 组 中等 需要 

OMP 算法 Q 组 最低 不需要 

 

4  仿真与分析 

本文仿真信号采用远场窄带高斯信号，从大特

征值个数、运行时间和处理相干源个数3个方面进行

仿真验证。 

仿真1  相干信号与非相干信号奇异值分解特

征值比较 

实验仿真采用 16 阵元的 ULA，快拍数为 6，角

度步长 1°，角度分别为 69°, 15°和 9°。图 2 为分别

采用相干和非相干 3 个信号源原始数据奇异值分解

后的两组特征值。 

由实验结果图 2 可以看出，对于独立信号源，

奇异值分解后有和信号源数相同数目的大特征值，

是没有秩亏损的；而对于相干信号源，奇异值分解

后只有一个大特征值，产生了秩亏损，唯一的大特

征值对应的信号数据包含了所有的角度信息。 

仿真 2  选择后的原始数据的组数与运算时间

的关系 

实验采用 16 阵元的 ULA，快拍数为 6, 3 个等

功率相干信号源，方位分别是 69°, 15°和 9°，角度

步长 1°，图 3 实验仿真了信噪比在 5 dB, -3 dB 分

别对应运算组数与运算时间的关系。 

由图 3(a)可以看出，信噪比在 5 dB 时，随着组

数的增加，运算时间增长，且斜率越来越大；图 3(b)

可以看出在信噪比-3 dB 时，有同样的结论。当组

数为 1 的时候，即为 MSO 算法，运行时间非常短；

当组数为 3 的时候，即为 SVD 算法，运行时间是

MSO 算法 6 倍多；当组数为 6 的时候，即为没有进

行 SVD 分解的传统 OMP 算法，运行时间是 MSO

算法 23 倍多，是 SVD 算法 3 倍多。 

仿真 3  幅相一致时 OMP, SVD 与 MSO 算法

的估计性能 

实验采用 16 阵元的 ULA, 3 个等功率同相位相

干信号源，方位分别是 9°, 15°和 69°，实验仿真信

噪比由-6 dB 到 4 dB 时，OMP, SVD 和本文提出

MSO 对信号源的估计的成功概率、估计偏差以及均

方误差根。仿真进行 200 次蒙特卡洛实验。因为在

角度绝对值较大时，网格划分存在较大偏差，则在

实验中当估计方位与实际方位左右偏差小于 2 个步

长时，认为估计成功。 

由实验结果可以看出，在信噪比小于 0 dB 时，

MSO算法在方位估计成功概率要高于OMP算法和

SVD 算法，同时在信噪比小于-3 dB 时 SVD 算法

方位估计成功概率比 OMP 算法更高。随着信噪比

的增大，在均方误差根这一性能指标中，3 种算法

的均方误差根均逐渐减小，MSO 算法相对于其他两

种算法均方误差根更小。 

仿真 4  幅相不一致时 OMP, SVD 与 MSO 算

法的估计性能 

实验采用 16 阵元的 ULA, 3 个幅相不一致的相

干信号源，方位分别是 9°, 15°和 69°，叠加的幅度

分量分别为 0.1e , 0.7e , 1.1e ，相位分量分别为 30°, 60°, 

90°，实验仿真信噪比由-9~1 dB 时，OMP, SVD

和本文提出 MSO 对信号源的估计的成功概率、估

计偏差以及均方误差根。仿真进行 200 次蒙特卡洛

实验，在实验中当估计方位与实际方位左右偏差小

于 2 个步长时，认为估计成功。 

由实验结果可以看出，在信噪比小于-6 dB 时， 
MSO 算法在方位估计成功概率要高于 SVD 算法和

OMP 算法。随着信噪比的增大，在均方误差根这一

性能指标中，随着信噪比的增大，3 种算法的均方

误差根均逐渐减小，MSO 算法相对于其他两种算法

均方误差根更小。与仿真 3 对比，3 种算法对于幅

相不一致的相干信号 DOA 估计性能更佳，是因为

幅相不一致时，相干信号之间可区分的信息更多。 

5  结论 

本文分析表明，对于完全相干的一组信号，原

始数据会出现秩亏损，奇异值分解后有唯一的大特

征值，这一大特征值对应的特征向量包含了所有的

角度信息，运用此特征向量即可完美重构所有相干

信号的角度，实现解相干。在此基础上从信号子空

间大特征值对应的特征向量出发，提出了一种改进

的算法    MSO 算法，该算法选取 SVD 算法中最 
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图 2 奇异值分解特征值分布                          图 3 不同信噪比情况下运行时间随降维后的组数变化 

 

图4 幅相一致相干信号DOA估计性能 

 

图 5 幅相不一致相干信号 DOA 估计性能 

大的特征值对应的特征向量，运用正交匹配追踪

(OMP)的思想进行角度重构，实现了比单一用基于

正交匹配追踪SVD算法更好的性能。最后仿真结果

表明，与OMP和SVD算法进行相比，该算法具有更

好的算法稳健性和更低的信噪比门限，运算速度更

快，重构精度更高，对信号源数的敏感度更低，尤

其在处理幅相不一致相干信号时，本文算法具有更

佳的解相干性能。 
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