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拉格朗日神经网络解决带等式和不等式约束的非光滑非凸优化问题 
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摘  要：非凸非光滑优化问题涉及科学与工程应用的诸多领域，是目前国际上的研究热点。该文针对已有基于早期

罚函数神经网络解决非光滑优化问题的不足，借鉴 Lagrange 乘子罚函数的思想提出一种有效解决带等式和不等式

约束的非凸非光滑优化问题的递归神经网络模型。由于该网络模型的罚因子是变量，无需计算罚因子的初始值仍能

保证神经网络收敛到优化问题的最优解，因此更加便于网络计算。此外，与传统 Lagrange 方法不同，该网络模型

增加了一个等式约束惩罚项，可以提高网络的收敛能力。通过详细的分析证明了该网络模型的轨迹在有限时间内必

进入可行域，且最终收敛于关键点集。最后通过数值实验验证了所提出理论的有效性。 
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Abstract: Nonconvex nonsmooth optimization problems are related to many fields of science and engineering 

applications, which are research hotspots. For the lack of neural network based on early penalty function for 

nonsmooth optimization problems, a recurrent neural network model is proposed using Lagrange multiplier 

penalty function to solve the nonconvex nonsmooth optimization problems with equality and inequality constrains. 

Since the penalty factor in this network model is variable, without calculating initial penalty factor value, the 

network can still guarantee convergence to the optimal solution, which is more convenient for network computing. 

Compared with the traditional Lagrange method, the network model adds an equality constraint penalty term, 

which can improve the convergence ability of the network. Through the detailed analysis, it is proved that the 

trajectory of the network model can reach the feasible region in finite time and finally converge to the critical point 

set. In the end, numerical experiments are given to verify the effectiveness of the theoretic results. 
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1  引言  

作为解决优化问题的并行计算模型，递归神经

网络在过去的几十年里受到了极大的关注，不少神

经网络模型被提出 [1 3]− 。然而这些网络都是为解决

光滑优化问题而设计的，它们却无法解决非光滑优

化问题。为此，Forti 等人[4]提出了通用非线性规划
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神经网络模型(G-NPC)，用于解决不等式限制的非

光滑优化问题。G-NPC 是利用 Clark 次梯度和惩罚

项构造的微分包含梯度系统，其动态行为和最优化

能力适用于解决凸的和非凸的问题。Bian 等人在文

献[5]和文献[6]分别提出了利用 Clark 次梯度神经网

络来解决非光滑凸和非光滑非凸最优化问题，通过

使用 Clark 次梯度和惩罚项建立微分包含递归神经

网络模型。在此模型下给定一个足够大的罚因子参

数，神经元状态轨迹将收敛到平衡点集。此外，Liu
等人[7]利用投影方法提出了解决线性等式和 Rn上闭

凸子集共同约束的非光滑非凸优化问题的递归神经

网络模型。Bian 等人[8]利用光滑逼近技术构造光滑
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神经网络模型解决非光滑非凸的优化问题，在此模

型下神经网络的平衡点就是原始问题的最优解。Qin
等人[9]提出了一种单层神经网络模型以解决目标函

数为伪凸非光滑的优化问题。 
目前提出的解决非光滑优化问题的递归神经网

络模型大多基于早期罚函数的思想，需要罚因子足

够大才能保证网络收敛到优化问题的最优解，因此

必须在网络执行计算前计算出罚因子。而这个参数

在某些目标函数下是难以计算的，这为网络执行计

算带来困难。为此本文拟借鉴 Lagarange 乘子罚函

数的思想提出一种解决非光滑非凸优化问题的递归

神经网络模型，该网络模型的罚因子是变量，且无

需事先计算罚因子的初始值仍能保证神经网络收敛

到优化问题的最优解。此外，与传统 Lagrange 方法

不同，该网络模型增加了一个等式约束惩罚项，可

以提高网络的收敛能力。 
本论文组织结构如下：第 2 节，介绍了本文需

要解决的优化问题；第 3 节，介绍了增广拉格朗日

神经网络模型；第 4 节，对该神经网络模型进行相

关的理论分析；第 5 节，给出两个仿真实例验证理

论的正确性和有效性。 

2  优化问题 

本文考虑如下的优化问题： 

 

min    ( )

( ) 0
s.t.    

( ) 0

f x

g x

h x
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这里， T
1 2( , , , )nx x x=x " ，目标函数 : nf R R→ ，

约束函数 : n mR R→g , : n rR R→h ，其中m n≤ , f
是非光滑非凸函数， 1 2( , , , )mg g g=g " 是非光滑凸函

数， 1 2( , , , )rh h h=h " 是仿射约束函数。这里定义

1 { : ( ) 0}nS R= ∈ ≤x g x , 2 { : ( ) 0}nS R= ∈ =x h x ，

满足约束函数的可行域定义为 { : ( )nS R= ∈x g x  

0, ( ) 0}≤ =h x ，显然， 1 2S S S= ∩ 。对于本文研究

的优化问题，假设可行域是凸的，并且存在 nR∈x� 和

0δ > ，满足 1 2int( )S S∈x� ∩ , 1 ( , )S B δ⊆ x� ，其中

1int( )S 表示集合 1S 的内部， ( , )B δx� 表示以x�为中心

半径为 δ 的开球区域，即可行域是有界凸的，同时

假定优化问题式(1)有解。 

3  神经网络模型 

为 了 便 于 解 决 问 题 ， 定 义 ： ( )G =x  

1

2
1( )

0,                   
, ( ) ( ) , ( )={
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{1,2, , } : ( ) 0}jm g x >" ，显然， { } 1: ( ) 0G S≤ =x x , 

{ } 2: ( ) 0H S= =x x 。 

定义 1  增广拉格朗日函数： ( , , ) ( )L f=x xλ μ  

T T 21
( ) ( ) || ( ) ||

2
H G c+ + +x x h xλ μ  ，其中 rR∈λ , 

mR∈μ 为 Lagrange 乘子，标量 0c > 。 

基于增广拉格朗日函数，我们提出以下神经网

络模型以解决优化问题： 
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其中， ( )f∂ x , ( )G∂ x , ( )H∂ x , ( )∂h x 分别表示 ( )f x , 
( )G x , ( )H x , ( )h x 的 Clark 广义梯度， 1 0ε > , 2 0ε >

为常量， 0t 表示神经网络模型初始状态的时间。 
上述神经网络模型中参数 c 的作用：(1)凸化目

标函数，当参数 c 足够大时，可以使优化问题满足

局部凸性；(2)加快网络轨迹的收敛速度。 
式(2)给出了神经网络的状态方程，即网络模型

的学习方法，这里给出该模型对应的硬件实现及其

工作过程(见图 1)。当对此硬件电路输入初始电压 0x

后，电流会在电路中震荡最终趋于稳定，若电路设

计合理，那么电压的稳定值则是原始问题的最优解。 

4  主要定理及证明 

引理 1[6]  ( ) ( )Gβ∀ ∈ ∂x x ，当 1S∉x 时，有

( ), mGβ< − >≥−x x x� ，其中
1
max ( ) 0m j

j m
G g

≤ ≤
= <x� 。 

 引理 2   ( ) ( )Hα∀ ∈ ∂x x ，当 2S∉x 时，有

( ), ( )rHα< − >≥x x x x� ，其中
21

( ) min ( )r i
i r

H h
≤ ≤

=x x  

 

图 1 神经网络模型的硬件实现 
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0> ，当 2S∈x ，有 ( ), 0α< − >≥x x x� 。 

证明  因为 ⋅ 是凸函数且 ( )h x 为仿射函数，所

以 ( )H x 为凸函数。从而 ( ) ( )Hα∀ ∈ ∂x x ，有 

( )( ), ( ) ( )H Hα< − >≥ −x x x x x� �        (3) 

当 2S∉x 时， ( ) ( ) ( )H H H− =x x x� ，根据 ( )H x 及

( )rH x 的定义，必然有 ( ) ( )rH H≥x x ，因此 ( ),α< x  

( )rH− >≥x x x� ；当 2S∈x 时， ( ) ( ) 0H H− =x x� ，

因此 ( ), 0α< − >≥x x x� 。              证毕 
定理 1  对于任意的初始点 0 ( , )B δ∈x x� ，神经

网络x 的轨迹在有限时间内进入可行域 S 并停留在

其中。 
证明   这里定义能量函数： ( ) ( )W Hλ=x x  

( )Gμ+ x ，其中 0, 0λ μ> > ，显然， 

{ } { }: ( ) 0, ( ) 0 : ( ) 0G H W S≤ = = ≤ =x x x x x  (4) 

对于 ( , ) \B Sδx� 外的任意一点 ( )tx ，用反证法不

难证明其轨迹 ( ) ( , )t B Rδ∈x x� , Rδ δ> 。考虑 ( , )B δx�  

\S 外的任意一点 ( )tx ，只需证明 1{ ( , ) \ }B R Sδ∈x x�
与 1 2{ \ }S S∈x 两个集合中的点在有限时间内能够

进入可行域并停留在其中即可。 
首先，考虑 1{ ( , ) \ }B R Sδ∈x x� ，因为 ( ( ))t∂h x  
T=A ，其中 A 为 ( ( ))th x 的系数矩阵， ( )tα∀ ∈  

( ( ))H t∂ x , ( ) ( ( ))t G tβ∀ ∈ ∂ x , ( ) ( ( ))t f tυ∀ ∈ ∂ x ，根据

链式法则有 
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(5) 

由引理 2 知 ( ), ( ) 0t tα< − >≥x x� ，因此 ( )tλα<  

( ), ( ) ( ), ( )t t t tμβ μβ+ − >≥< − >x x x x� � 。 
又引理 1 知 ( ),  ( ) mt t Gβ< − >≥−x x� ，因此

( ) ( ),   ( ) ( ),   ( )t t t t tλα μβ μβ< + − >≥< − >≥x x x x� �

mGμ− 。 
因为 ( ) ( ), ( ) ( ) ( )t t t t tλα μβ λα μβ< + − >≤ +x x�  

( ) ( ) ( )t R t tδ λα μβ⋅ − ≤ +x x� ，所以，结合上述公

式可知 ( ) ( ) mG
t t

Rδ

μ
λα μβ

−
+ ≥ 。 

令 fl 为 ( ( ))f tx 在 ( , )B Rδx� 上的 Lipschitz 常数，

可知 ( ) ft lυ ≤ 。考虑到 ( ) ( , )t B Rδ∈x x� ，可知 ( ( ))th x 有

上 界 ， 因 此 必 存 在 一 个 常 量 0ϕ > 满 足
T ( ( ))c t ϕ≤A h x 。 

假设 ( )tx 的轨迹在有限时间内无法进入可行域

S 并停留其中，由 1
d

( ) 0
d

G
t
μ

ε= + >x ，可知必存在

某一时刻 1t ，当 1[ , )t t∈ +∞ 时，有
( )f
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l R

G
δϕ

μ
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−

，

即 0m
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G
l
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t c t t t

G
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μ
ϕ

+ − +

−
≤ + − <

A h x

      (6) 

又因为 ( ) ( ) 0mG
t t
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μ
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−
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d
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t
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G G
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R Rδ δ
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令 1
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l
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ϕ η
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，则当 1[ ,t t∈  

)+∞ 时， 1
d

( ( )) 0
d

W t
t

η≤− <x ，可知经过有限时间 

后， ( )tx 的轨迹必进入可行域 S 并停留其中，与假

设矛盾。 
其次，考虑 1 2{ \ }S S∈x 。同理 ( ) ( ( ))t H tα∀ ∈ ∂ x , 

( ) ( ( ))t f tυ∀ ∈ ∂ x ，根据链式法则有 
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令
1 2\

min ( )m r
x S S

H H
∈

= x ，由引理 2 知 2S∉x 时，

( ), ( ) mt t Hα< − >≥x x� 。因为 ( ), ( )t tλα< − >≤x x�  

( ) ( ) ( )t t R tδλα λα⋅ − ≤x x� ，所以 ( ) mH
t

Rδ

λ
λα ≥ 。 

同理 ( ) ft lυ ≤ ，并且存在一个常数 0ϕ > ，使得

T ( ( ))c t ϕ≤A h x 。 

假设，在有限时间内 ( )tx 的轨迹无法进入可行

域 S 并停留其中，则由 2
d

( ) 0
d

H
t
λ

ε= + >x ，可知必

存 在 某 一 时 刻 2t ， 当 2[ , )t t∈ +∞ 时 ， 有

( )f
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δϕ

λ
+
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H
t c t t l
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λ
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η≤− <x ，可知经过有限时间后， ( )tx 的
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轨迹必进入可行域 S 并停留其中，与假设矛盾。 

证毕 

定义 2  神经网络的平衡点集合 σε 为 

( ) ( ){
( ) ( ) ( )

( ) ( ) }

* * * * * *

* * * *

* *

, , 0

       ,

        0, 0

f H

G c

H G
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= ∈ ∂ + ∂

+ ∂ + ∂
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x x x

x h x h x

x x
 

定理 2  给定任意的初始点 0 ( , )B δ∈x x� ，神经

网络轨迹 ( )tx 满足 lim dist( ( ), ) 0t t σε→+∞ =x 。 

证明  使用能量函数： T( ) ( ) ( )W f Hλ= +x x x  

2T 1
( ) ( )

2
G cμ+ +x h x ，那么 
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∂ ∂ ∂

x xx
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x
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　　　　　　      (9) 

采用反证法来证明，假设 lim supdist( ( ),t t→+∞ x  

) 0dσε = > 。 
令 \ ( (0,(1/4) ))tS S B dσε= + ，则存在序列{ }nt

满足n → +∞时， nt → +∞且 dist( ( ), ) /2nt dσε >x , 
lim dist( ( ), )n nt dσε→+∞ =x 。 

 假定当 0,
't t⎡ ⎤∈ +∞⎢ ⎥⎣ ⎦，神经网络轨迹停留在可行

域中，则对任意 2 1 0
' ' 't t t> > ，有 ( ) ( )2 1

' 't t− ≤x x  

2 1
' '

Wl t t− ，其中 Wl 为 ( )W x 在 ( ),B Rδx� 上的Lipschitz

常数。 

令 ( ), 4n n Wt t t d l⎡ ⎤∈ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ， 有 dist( ( ), )t σε ≥x  

( )( ) ( )dist , ( )
2 4n n W n
d d

t t t l t tσε − − ≥ − − ≥x x x ，

所以 ( ) tt S∈x 。 
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∂
x

， 则

d
d

W
t

= 2( ) 0t− <x� 。因 ( )W∂ x 是有界紧的，则必

存在一个 0θ > 满足 { }( )
min min || ||

tS Wν
ν θ

∈ ∈∂
=

x x
，由此可

知， 2d
0

d
W

t
θ≤− < ，当 0

't t> , ( ( ))W x t 是非递增能

量函数，由上述可知在 /(4 )Wd l 的时间间隔内， ( )W x

减小量大于 2

4W

d
l

θ ，这样经过无限个 /(4 )Wd l 的时间

间隔后， ( ( ))W tx 必趋于负无穷，而这与 ( ( ))W tx 有

界 是 矛 盾 的 ， 因 此 可 以 得 出

lim dist( ( ), ) 0t t σε→+∞ =x 。 

定义 3  优化问题的关键点集合C 为：C =  

{ }: 0 ( ) ( )SS f N∈ ∈ ∂ +x x x ，其中 ( )SN x 是x 在可行

域 S 上的法锥。 

 定理 3  对 S∈x ，拉格朗日神经网络的平衡点

σε 与优化问题的关键点集C 的关系： Cσε ⊆ 。 

 证明  假设 ( )* * *, ,λ μx 是拉格朗日神经网络的

一个平衡点，即( )* * *, ,λ μx 满足以下等式： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )
( )

* * * * * * *

*

*

0 + +

0

0

f H G c

H

G

λ μ⎧⎪ ∈ ∂ ∂ ∂ + ∂⎪⎪⎪⎪⎪ =⎨⎪⎪⎪⎪ =⎪⎪⎩

x x x h x h x

x

x

 

 因为 ( )* * *, ,λ μx 是平衡点，所以 ( )* 0=h x ，那

么 

( ) ( ) ( )* * * * *0 f H Gλ μ∈ ∂ + ∂ + ∂x x x    (10) 

根 据 文 献 [4] 可 知 { 1
( ) ( )

r
S i ii

N p h
=

= ∂∑x x  

}0( )
( ) : , 0j j i jj J x

q g p R q
∈

+ ∂ ∈ ≥∑ x ，其中， 0( )J =x  

{ }{1,2, , } : ( ) 0jj m g∈ ⋅⋅ ⋅ =x 。 

当 2S∈x , { }T( ) : , 1rH Rξ ξ ξ∂ = ∈ ≤x A ，因为

T T
1

r
i ii

ξ ξ
=

= ∑A A ，其中 iA 为A的第 i 行元素，所

以 { }T
1

( )= : , 1
r r

i ii
H Rξ ξ ξ

=
∂ ∈ ≤∑x A ，由 ( )ih∂ =x  

T
iA 知{ } { }T

1 1
( ) : = :

r r
i i i i i ii i

p h p R p p R
= =

∂ ∈ ∈∑ ∑x A 。 

因此对于 * Rλ ∈ ，综上可知 

* *

1

( ) ( ) :
r

i i i
i

H p h p Rλ
=

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪∂ ⊂ ∂ ∈⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑x x     (11) 

同理，当 

0

1

1
1

( )

0,                     int( )

, ( ) [0,1] ( ),  ( )j
j J

S

S G g bd S
∈

⎧ ∈⎪⎪⎪⎪∈ ∂ = ⎨ ∂ ∈⎪⎪⎪⎪⎩
∑
x

x
x x x x  

又由 * 0μ ≥ ，可知 

( )
0

* *

( )

( ) : 0j j j
j J

G q g qμ
∈

⎧ ⎫⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪∂ ⊂ ∂ ≥⎨ ⎬⎪ ⎪⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭
∑
x

x x     (12) 

结合式 (11) ，式 (12) 和 ( )SN x 的定义可得

( ) ( )* * * * ( )SH G Nλ μ∂ + ∂ ⊂x x x 。 

再结合式(10)可知 ( ) ( )* *0 Sf N∈ ∂ +x x ，根据

定义 3 可知 * C∈x ，又因为 *
σε∈x ，因此 Cσε ⊆ 。 

证毕 

5  数值仿真及结果分析 

仿真实验在 MatlabR2012 平台下进行，实验包

括两个实例： 
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例 1  目标函数为非凸非光滑，限制条件为光

滑凸函数 

　　

2
1 2

2
2 2

1 2

min   ( )

s.t. 2 5 0

       1 0

f x x

x x

x x

⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎪+ − ≤ ⎬⎪⎪⎪+ − = ⎪⎪⎭

x

        (13) 

可 知 { }2 2
1 2 2 2: 2 5 0 , S R x x S= ∈ + − ≤ =x  

{ }2
1 2: 1 0R x x∈ + − =x , 1 2S S S= ∩ 。根据是否满

足 1S 和 2S 分情况选择开球 ( )T(1,0) ,9B 内不同的初

始点 T T T T(7, 0) , (3, 2) , (0,2) , ( 6, 1)− − − 。设定拉格朗

日乘子 0( ) 0.6tλ = , 0( ) 0.3tμ = ，参数 1c = 。 1x 和 

2x 的状态轨迹分别如图 2 和图 3 所示，可以看出状

态向量x 轨迹收敛于平衡点 T( 0.4495,1.4495)− ，近似

于原始优化问题的最优解 T( 0.4494,1.4494)− 。 

例 2  目标函数为非光滑非凸，限制条件包含

非光滑凸约束函数 

 
　　　

2
1 2

1

2
2 2

1 2

min      ( )

s.t. 5 0

          2 5 0

          1 0

f x x

x

x x

x x

⎫⎪= − ⎪⎪⎪⎪− ≤ ⎪⎪⎬⎪+ − ≤ ⎪⎪⎪⎪+ − = ⎪⎪⎭

x

       (14) 

可知 { }2 2
1 1 2 2= : 5 0,  2 + 5 0S R x x x∈ − ≤ − ≤x , 

{ }2
2 1 2 1 2: 1 0 , S R x x S S S= ∈ + − = =x ∩ 。根据是 

否满足 1S 和 2S 分情况选择开球 ( )T(1, 0) , 8B 内不同 

的初始点 T T TT( 6, 1) , ( 4,1.5) , (1, 2 , )) 1, (5− − − − 。设定 

拉格朗日乘子 0 0( ) 0.6, ( ) 0.3t tλ μ= = ，参数 1c = 。 1x

和 2x 的状态轨迹分别如图 4 和图 5 所示，可以看出

状态向量x 轨迹收敛于平衡点 T(4.4903, 3.4606)− ，近

似于原始优化问题的最优解 T(4.4494, 3.4494)− 。 

此外，为了比较本文所提出的增广拉格朗日网

络模型和传统拉格朗日网络模型，设定初始点
T( 6, 1)− − ，参数c 分别取 0, 0.4,1，其他参数不变。

事实上当 0c = 增广拉格朗日网络模型就退化为传

统拉格朗日网络模型。状态向量x 的轨迹如图 6 和

图 7 所示。从图中可以发现，网络随着参数c 的增

加，收敛速度也相应增加，而当 0c = 时，即在传统

拉格朗日网络模型下，网络状态甚至不收敛。 

6  结束语 

本文旨在解决工程应用中经常出现的含有约束

的非光滑非凸优化问题，提出了一种基于拉格朗日

思想的神经网络模型，通过增加惩罚约束项以凸化

目标函数来求解优化问题，分析了神经网络的收敛

轨迹在有限时间内进入可行域，并且最终收敛于平

衡点集，同时给出了平衡点集与关键点集的关系。

最后实例验证了所提出的增广拉格朗日神经网络求

解带等式及不等式约束非光滑非凸优化问题的有效

性，同时通过与传统拉格朗日网络模型解决相同问

题进行比较，表明其在收敛性方面更优。 

 

图 2 例 1 中 1x 的轨迹                               图 3 例 1 中 2x 的轨迹 

 

图 4 例 2 中 1x 的轨迹                                 图 5 例 2 中 2x 的轨迹 
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图 6 c 取不同值 1x 的轨迹                             图 7 c 取不同值 2x 的轨迹 
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