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基于标签的矩阵型 Gröbner 基算法研究 
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摘  要：目前基于标签的Gröbner基算法大多是Buchberger型的，涉及矩阵型算法的文献往往是为了进行复杂度分

析，而不考虑实际的效率。该文从实际应用出发，给出矩阵型Gao-Volny-Wang(GVW)算法的一个实例，提出算法

层次的优化设计方法。同时，该文还给出一个高效的约化准则。通过实验，该文比较了算法可用的各项准则及策略。

实验结果表明，该文的矩阵型GVW实例在准则和策略的选取上是最优的。并且，矩阵型GVW在某些多项式系统(例

如，Cyclic系列和Katsura系列多项式系统)下比Buchberger型GVW要快2~6倍。 
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Abstract: The current signature-based Gröbner basis algorithms are mostly in Buchberger style and the researches 

related to matrix style often aim to analyze the complexity of algorithms. From a practical aspect, this paper 

provides a concrete Gao-Volny-Wang (GVW) algorithm in matrix style and presents optimization at the 

algorithmic level. Meanwhile, an efficient reduction criterion is given in the paper. Many popular criteria and 

strategies are compared by some experiments which show that the matrix version described in the paper is a 

combination of reasonable criteria and strategies. Moreover, the matrix-GVW is two to six times faster than the 

Buchberger style for some polynomial systems, e.g. Cyclic series and Katsura series. 
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1  引言  

Gröbner基是求解多元多项式系统的一个基本

数学工具。求出了多项式组的Gröbner基，多项式系

统的解就能很快算出。这一工具广泛应用于编码理

论、密码学乃至物理、生物等自然科学领域。1965

年，Buchberger[1]提出了第1个Gröbner基求解算法。

1983年，为了分析Buchberger算法的复杂度，Lazard

引入了线性代数的方法[2]。随后Faugère提出了基于

线性代数的F4算法[3]和基于标签的F5算法[4]。F4, F5

算法是目前公认的两个高效Gröbner基求解算法。

Faugère和Joux在文献[5]中使用了矩阵F5算法成功

地攻破了隐藏域方程 (Hidden Field Equations, 

HFE)公钥密码系统的第1个挑战(80 bit)。虽然源码

未曾公开，文献[6, 7]给出其算法的伪代码，文献[8]
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给出一个更详细的矩阵算法版本。矩阵F5算法的核

心思想是借鉴F4中线性代数的方法来同时约化多个

多项式。但是到目前为止没有任何文献专门研究矩

阵型F5和Buchberger型F5孰优孰劣和如何设计准

则和策略高效实现矩阵型F5。唯一可以知道的是，

文献[9, 10]都有提及矩阵型F5一般要比F5算法要低

效。 

近年来涌现出一批基于标签的Gröbner基算法，

例如Arri-Perry(AP)[11], Gao-Guan-Volny(G2V)算

法[12]和Gao-Volny-Wang(GVW)算法[13]。它们都使

用了Buchberger风格，但它们似乎又与F5算法截然

不同。什么样的策略和准则对算法的帮助较大是一

个值得研究的问题。 

本文研究了矩阵型GVW算法的应用准则、策略

和实现技巧。在设计上，为了减小约化的开销，本

文采用了延迟求模的方法。在预处理过程中，本文

对Macaulay矩阵进行并行化构造。除此之外，还使
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用了一个更高效的约化准则。在实现上，本文比较

了在不同的模序、c-对选取序、重写序下的矩阵型

GVW算法的实际效果。而且，实验得出了矩阵型

GVW算法在某些多项式系统下要比Buchberger型

GVW算法快2~6倍。最后本文还将其与突变GVW 

(M-GVW)算法[14]相比较，结果表明矩阵型GVW算

法优势明显。 

2  预备知识 

令 1 2[ , ],, nx x x=R K 为域 K 上的 n 变量多项 

式环，M为单项式
1
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≤记为M上的可允许单项式序。R 上的一个非

零多项式 p能写成关于序≤的单项式K 线性组合： 
a

aa A
p c x

∈
= ∑ ，其中 {0}ac ∈ K 5 , ax ∈ M , A 为 
n 上的一个有限集。如果 bx 是集合{ }|ax a A∈ 的最

大单项式，那么HM( ) bp x= (相应地，HT( ) b
bp c x= , 

HC( ) bp c= )叫做 p 关于≤的首单项式(相应地，首

项，首项系数)。 p 的次数记为 deg( )p ，若 0p ≠ 其 

次数为 { }1
max |

n
ii

a a A
=

∈∑ ，否则为-1。 

令 I 为集合 1 2,{ , , }dF f f f= ∈ R 生成的理想，

即 1 1 2 2 1 2, ,, }|{ d d du f u u ff u u u= + + ∈I R 。考虑

映射： 
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其中 ie 是 dR 的第 i 个单位向量使得自由 R -模 dR  
由集合 1 2,={ , , }de e eΣ 生成。本文在 |={d im meM  

, [1, ]}i d∈ ∈M 上定义一个模序 s≤ 与≤ 适配}(见文

献[15, 16]): i s im t m t≤ ⇒ ≤e e 。如果不产生歧义，

s≤ 简 记 为 ≤ 。 ={(max{ ( ) , }, ) | ( )i iL HM u p φ≤e u  
= }p ∈ I 被叫作 - 多项式的集合，其中 =u  

0

d d
i ii

u
=

∈∑ e R 。令 *( , )p Lα = ∈s ，其中 *L L= 5   

( , 0)0 ，第 1 部分 max{HM( ) , }i iu= ≤s e 叫做α的标

签，记为S( )α ，第 2 部分 poly( )p α= 是其多项式部

分。不失一般性，本文假定 poly( )α 总是首一的。同

样，定义α的首单项式为HM( ) HM( )pα = ，次数为

deg( )=deg(S( ))=max{deg( )}iuα α  。如果S( )= jtα e ， 
就把 idx( ) jα = 记为其索引。s-次数(见文献[17]) 定
义为 idx( )deg ( ) deg(S( )) deg( )s f αα α= + 。子集 Syz =  

*{( , 0) }L∈s 叫做L 的合冲子模，NS SyzL= 5  被
叫作非合冲多项式集。令 1 1( , )ps 和 2 2( , )ps 是NS 中的

两个非合冲 -多项式。由形如 2 1 1 2( , 0)p p−s s 的合冲

生成的模叫做主合冲子模PS。 

一个 -多项式 Lα ∈ 是可预测的，如果一个

Gröbner 基算法已经找到一个合冲 Syzδ ∈ 使得

S( ) | S( )δ α 。算法应当避免计算这样的α，因此其被

称为冗余的。 
NSα ∈ 被称为是关于 *B L⊂ 首可约的，若存在

一个 -多项式 Bβ ∈ 满足下列条件之一， 
(1)HM( ) HM( )tβ α= 且S( ) S( )tβ α< ; 
(2) S( ) S( )tβ α= 且HM( ) HM( )tβ α< ; 
(3)HM( ) HM( )tβ α= 且S( ) S( )tβ α= , t ∈ M。 
否则，α关于B 首不可约。 

tα β− 这一操作叫做 S-约化 (对应的，M-约化，

超首约化)，若满足条件(1) (对应的，条件(2)，条件

(3))。条件(1)中，β 和 tβ分别被称为 S-约化子和乘

性 S-约化子。有时tβ也简称为 S-约化子。令γ 为用α  
去 S-约化tβ的结果，这一过程可表示成

B
α γ⎯⎯⎯→ 。

*
B

⎯⎯⎯→是
B

⎯⎯⎯→  的自反传递闭包，即反复执行约 

化操作直到得到一个 S-不可约的 -多项式。若不考

虑标签的大小关系，这样的约化叫做 c-约化。 
由文献[11]和文献[16]的结论可得到如下的性

质。 
引理 1 令α为NS 中的非合冲元．α是可以被

*L 来M -约化的，当且仅当它是可以被 *L 来 S-约化

的。 
利用上述引理的逆否命题，本文得出如下结果。 
推论 1[18] 令 *, Lα β ∈ 使S( ) S( )α β= 且它们非合

冲。若α和β 都 S-不可约，则HM( ) HM( )α β= 。 
由 文 献 [17] 可 知 ， 若 NSα ∈ 是 齐 次 的 ，

deg( ) deg ( )sα α= ，否则 deg( ) deg ( )sα α≤ 。 
若α是 S-不可约的且 deg( ) deg ( )sα α< ，则称其

为一个突变 (原始定义见文献[19])。如果输入多项

式是齐次的，那么NS 中是不存在突变的。 
一个集合G L⊂ 叫做模L 的 S-Gröbner 基，如

果任意的非合冲 NSα ∈ 能够被G 首约化。 
由引理 1 可知， I 中的每个非零多项式可以被

I 的 Gröbner 基{poly( ) | , poly( ) 0}Gα α α∈ ≠ 约化。

因此 S-Gröbner 基实际上是文献[11]的一个术语，它

是文献[20]中“强 Gröbner 基”的精简版。由上述定

义可知，合冲 -多项式不是 S-Gröbner 基的必要组

成部分。本文说两个 -多项式 α 和 β 等价，如果

S( ) S( )α β= 且HM( ) HM( )α β= 。显然，所有的非合

冲首不可约 - 多项式组成具有最少个数的

S-Gröbner 基。文献[11]，文献[21]和文献[16]指出，

非合冲不可约 -多项式只有有限多个(不计等价)。 

3  重写序 

本文引入文献[18]中定义在G 上的关于重写准
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则的概念。一个 -多项式 Gα ∈ 是标签s的重写子，

如果 α是G 中使得 S( )tα = s的U -最大元素，其中

t ∈ M , U为G 上一个线性序(称为重写序)。与文献

[18]相比，这里对U没有过多的限制：它只要是G 上

的线性序即可。有时本文也把 tα 叫做s的重写子。

m Gβ ∈ ×M 是可重写的，如果 S( )mβ 的重写子是

α β≠ 。现在用的最多的是两种重写序是文献[18]
中的 rU 和文献 [4] Rules 集合中元素的排序(记为

newU )。它们的定义如下： 

rα βU 当且仅当 )( ) (r rα β< ，或者 )( ) (r rα β= , 

 )( ) (S Sα β≤ ，其中
S( )

r( )
HM( )

α
α

α
= 在文献[18]中被称 

为 α 的 /s 比且模序≤ 的定义延拓到了Laurent多
项式环 1 1 1

1 2 1 2[ , , , ,, ,, ]n nx x x x x x− − −K 上。 

newα βU 当且仅当 i j≤ , iG α= , jG β= ，其中

1 2,{ , , }kG G G G= 且 , [1, ]i j k∈ 。可以看出，上述两

个序都是线性的，进而是重写序U的实例。本文将

在后面的章节中讨论两个序的优劣。 
令 , NSα β ∈ , αβΓ 记为最小公倍数 lcm(HM( ),α  

 HM( ))β 。令
HM( )

m αβ
α α

Γ
= 且

HM( )
m αβ

β β

Γ
= 。若 

r( ) r( )α β> , mαα 在文献[13]中被称为 α 和 β 的J-
对。( , )α β 叫做c-对， deg( )αβΓ 叫做c-对 ( , )α β 的(全)
次数。r( ) r( )α β> 时， (eg )d s mαα 叫做c-对的s-次数。 

4  矩阵型 Gröbner 基算法 

首先，本文引入文献[18]中关于重写基的一些术

语。 G 是标签 s 的重写基，如果 s 的重写子

t Gα ∈ ×M 不是 S-可约化的。对于所有小于s的标

签 's ，如果G 是标签 's 的重写基，那么G 被称为直

到 s 的重写基 (记为 reG<s )。 -多项式集 L<s  的
S-Gröbner 基也可以记为 sigG<s 。记号 reG≤s和

sigG≤s 有类

似的定义。 
引理 2  令G 为 sigG<s ，如果α是首不可约 -多项

式且S( )α < s，则G 中有另一 -多项式与α等价。 
证明略。 
推论 2  如果G 是 reG<s，则G 也是 sigG<s 。 
为了与文献[14]的 M-GVW 算法作比较，这里

假设 1 2 d> >e e e 。与文献[22]一样，本文可以推

导出 1 2, ,, de e e 为首不可约标签。 
给定一组多项式，矩阵型 GVW 算法求出其理

想的 Gröbner 基，其中， sort( , )F ≤  (相应地，

min( ),F ≤ ) 表示按序“≤”排列 (相应地，选取)
集合F 中的元素。顾名思义，cpair( , )α β  为α  和β  
组成的 c-对。 spoly( ),α β  表示α  和 β  的 s-多项式

m mα βα β− , concat( , )A B 的意思是把集合 B 中的

元素排到集合A的后面。子算法 S-REDUCE利用G

来反复 s-约化 -多项式组V ，记录下具有新的首项

的不可约 -多项式。对于 -多项式组V 的所有单项

式，子算法 SYMBOLIC_PREPROCESS 的目的是

寻找满足准则的 c-约化子。如果将这些约化子的系

数分别写进矩阵的各行，本文就构造出了 Macaulay
矩阵。 

这里不给出矩阵型 GVW 算法，因其伪代码与

文献[14]基本相同，本节将着重介绍对其子算法的改

进及优化。 

与矩阵型算法相对应的是 Buchberger 型算法，

即算法每次只选择一个 c-对。对于计算 S-Gröbner

基的算法，文献[13]的实验得出两个高效的模序，记

为 POT≤  (位置先于项)和 SR≤  (Schreyer 见文献

[23])，它们的定义如下： 

POTi jm t≤e e ，如果 i j< ，或者 i j= , m t≤ ，

其中 ,m t ∈ M 。 

SRi jm t≤e e ，如果 HM( ) HM( )i jmf tf< ，或者

HM( ) HM( )i jmf tf= , i j< 。 

仅按照 s-次数比较 c-对可以记为 SD	  (与 SR≤

相比， SD	 只是一个偏序)，于是算法选取 s-次数最

小的 c-对，其 s-次数为D 。 

矩阵型 GVW 算法的正确终止性证明可利用推

论 2，对标签s进行数学归纳得到，细节可以参见文

献[13, 14]，这里不再赘述。本节主要讨论算法的优

化设计，部分方法借鉴了 Fayssal Martani 对矩阵

F4 算法的优化实现。 

4.1 延迟求模 

约化操作是 Gröbner 基算法中开销最大的部

分，当基域较小时，每次约化后多项式系数都要作

求模操作。一个自然的想法就是延迟求模运算，即

S-约化V 得到 S-不可约多项式V 之后再对各多项式

求模。这一技巧能加速计算 Gröbner 基，特别是当

基域是 2F 的时候。算法 S-REDUCE 用H 来记录 s-

约化为零的那些合冲组成的子模。 

4.2 高效约化准则 

注意到，在选取 tβ的时候，通常的做法是确保

tβ的标签为非合冲的，并且使 tβ不能被重写。实际

上，如果算法检查每个 S-约化子是否满足这两个准

则，那么算法的效率是相当低下的。所以本文给出

了一个等价但更高效的准则： -多项式β 的一个 S-

约化子 tβ被称为最小乘性 S-约化子，如果 

(1) S( )tβ 是所有 S-约化子中最小的标签； 

(2)若有多个 S-约化子满足条件 1，选取S( )β 最
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大的一个。 

事实 1  令 *Lα ∈ , G 为 re
S( )G α< 。对于矩阵型

GVW 算法，α的 S-约化子 tβ通过合冲和重写准则

当且仅当其是最小乘性 S-约化子。 
鉴于篇幅，本文给出其证明思路：证明其逆否

命题的充分和必要性。 
4.3 并行构造 Macaulay 矩阵 

与文献[14]相同的是，子算法 SYMBOLIC_ 
PREPROCESS 函数不指定s的选取先后顺序。这

样的好处是可以对该函数进行并行化处理。程序使

用了 Inter TBB (Thread Building Blocks)库来实现

这一操作。具体来说，在构造 Macaulay 矩阵的时候

(即把多项式集合V 写成 | | | |V T× 的矩阵，一行代

表V 中的一个多项式，其中列元素记录了该多项式

关于T 的系数)，本文用多个线程将V 中不同多项式

写成矩阵的行向量，如线程 1 当前处理的单项式在

HM( )T V5 中，则线程 1 得到互斥锁，处理完一个

单项式后再释放互斥锁。鉴于篇幅，本文省略算法

的具体流程。 

5  实验数据 

本文代码是基于 Mathicgb 库[24]的 C++实现。

硬件平台为 Intel Core i3 2.40 GHz，运行环境为

64-bit Ubuntu 14.04 操作系统。基域为 32003F ，单项

式序为 DRL≤ 。为了检验线性代数方法对于 Gröbner

基算法是 否有加速 作用，本 文对矩阵 型和

Buchberger 型 GVW 算法进行实验比较。表 1~表 4

中，矩阵型 GVW 算法使用了 SR≤ 模序， SD	 (按 s-

次数排列 c-对)，重写序为 rU。实验显示，线性代

数方法对 Cyclic 系列和 Katsura 系列多项式系统能

加速 2~6 倍，但该技术不具有普适性。例如 GVW

算法能在不到 2 s 的时间内求出 Jason210 多项式系

统的 Gröbner 基，而矩阵型 GVW 算法在 45 min

内都不能算出结果。 
表 2 可以看出矩阵版本需要消耗更多的内存，

这是由于把多项式集合V 存储成 Macaulay 矩阵的

开销很大，尽管本文已经使用了稀疏矩阵作为其存

储结构。 

表1 运行时间(s) 

例子 矩阵型GVW GVW 

Jason210 > 2700 1.1

Cyclic7  0.3 1.1

Cyclic8 27.8 67.1

Katsura11  3.8 12.8

Katsura12 24.4 105.0

Katsura13 198.0 921.7

Eco10 690.9 35.5

Joswig > 2700 225.6

Mayr42 > 2700 205.5 

表 2 内存占用情况 (MB) 

例子 矩阵型 GVW GVW 

Jason210  83.4

Cyclic7 66.7 24.0

Cyclic8 1022.2 342.4

Katsura11 298.4 86.2

Katsura12 1331.2 344.8

Katsura13 5836.8 1433.6

Eco10 270.4 251.1

Joswig  461.0

Mayr42  228.7 

 
除了上节伪代码所描述的矩阵型算法外，本文

还实现了基于其它策略或准则的矩阵型算法。例如，

表 3 第 3 列是使用 F5 算法的重写准则：选取G 中最

新的 S-约化子。显然，在实现上 newU 比 rU(第 2 列)
要稍快。实验结果显示，对于 Cyclic 系列和 Eco 系

列方程组， newU 比 rU要差的多。对于 Katsura 系列

多项式系统， newU 只需要在 rU下一半的运行时间。

这一特殊情况是由于算法关于两个重写序所算出的

S-Gröbner 基是相同，并且由表 4 可知 rU需要更多

的约化操作。 

表3 矩阵型算法运行时间(s) 

例子 矩阵型GVW newU  TD	  POT≤  M-GVW 

Cyclic7   0.3 > 2700 0.9 0.5 0.8 

Cyclic8  27.8 内存不足 > 2700 247.9 345.5 

Katsura11   3.8 2.4 3.7 2535.0 2671.0 

Katsura12  24.4 13.3 24.4 内存不足 内存不足 

Katsura13 198.0 93.7 203.4 内存不足 内存不足 

Eco10 690.9 > 2700 > 2700 2698.5 > 2700 
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表 3 第 4 列表示算法矩阵型 GVW 按照全次数

从小到大的顺序来选取 c-对。文献[3]表示， TD	 对

于 F4 算法比 SD	 要高效。然而，对于基于标签的

Gröbner 基算法，本文的实验结果说明了这一论断

是不成立的。 
表 3 第 5 列是算法用了模序 POT≤ 而不是 SR≤ 的

结果。需要注意的是，在排列 c-对时算法仍然使用

SD	 ，这样一来，每一个 Macaulay 矩阵就能包含尽

可能多的多项式。表格第 6 列是文献[14]中的矩阵型

M-GVW 算法，其模序为 POT≤ ，按 TD	 选取 c-对。

M-GVW 使用了一个新的策略：如果算法计算出一

个突变，则将其 c-约化后赋以新的标签。也就是说，

算法将其看成一个新的输入多项式。这样，新的 -
多项式在已算出的G 中是关于模序最小的，算法就

不会因为其它准则来丢掉与突变相关的 c-对。注意，

M-GVW 只对次数小于某一常数的突变进行处理，

而在文献[14]中没有给出这一常数的具体值。所以本

文在实现矩阵型M-GVW的时候只对算法找到的第

1 个突变重赋标签。这样做的目的是确保 M-GVW
不会像文献[14]所说的那样降低性能，然而运行结果

出乎意料：M-GVW 计算表 3 的多项式系统要比

POT≤ 还要差些。从表 3 可以得出，无论是 POT≤  还
是矩阵型 M-GVW，它们在计算 Gröbner 基的效果

上都比矩阵型 GVW 要差。 
综上所述，本文所实例化的矩阵型 GVW 算法

是权衡了各项准则及策略的实现，具有相当的实用

性。找到一个对所有多项式系统都行之有效的算法

是相当困难的，即使是 F4 和 F5 算法也做不到。因

此，怎样设计更好更快的 Gröbner 基算法的研究是

值得继续研究的问题。 

表4 约化总步数 

例子 矩阵型GVW newU  

Katsura11 1489738 1281310 

Katsura12 6278351 4981658

Katsura13 32435088 23170749 
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