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利用双尺度相似变换构造高逼近阶的双正交多低通滤波器‘

  张 彬 王军锋 宋国乡

(西安电子科技大学理学院西安710071)

摘 要， 该文给出了利用分形插值函数构造多尺度函数的推导方法，对多低iffidd骼   Ho(劝 A过计it

知detHo习和detffo(一司没有公共根，利用双正交多低通滤波器的精确重构条件，得到了Ho(司 的对

偶滤波器Fo(z).为了使Ho(z)的对偶具有较高通近阶，对Ho (z)作双尺度相似变换，得到了Ho "(z)
和它的对偶Foe w(司，对Foe'(z)作相应的反变换，就得到了Ho (z)的具有高通近阶的对偶bg波器.
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Using TST Constructing Biorthogonal Low Pass
Multi-filters with Higher Approximation Order

    Zhang Bin    Wang Jun-feng    Song Guo-xiang

(School of Science, Xidian University, Xi'an 710071, China)

Abstract  This paper presents a detailed method on constructing multi-scaling functions

with fractal interpolation functions, then calculates that detHo(z) and detHo(一;)have no

common roots, and obtains Fo(z) the dual low pass multi-filter of Ho(二)with the perfect
reconstruction condition of biorthogonal low pass multi-filters.  In order to construct the

dual low pass multi-filter of Ho(z) with higher approximation order, the two-scale similarity

transform is taken for Ho(z), then and its dual脚 "(z) is obtained. After applying corrc-

spending inverse transform to Fo-(z), the dual low pass multi-filter of Ho(z) with higher
approximation order is achieved.

Key words  Ractal interpolation functions, The approximation order of multi-scaling
functions, Two-scale Similarity Transform(TST), Biorthogonal multi-scaling functions

1分形插值函数和多尺度函数的构造

    设B(I)表示[[0,1]上的有界实函数所成的巴拿赫空间，P= B(r)0B(r)，令A = (Ae, Al)‘
0，定义B(r)上的映射蚕、为

，·(‘，‘·，一{
Ao(2x) +sf(2x)
Al(2x一1)+sf(2x一1),

x 任

x 乞

1/2)

一{/21]
当Isl<1时，41*是s(I)上的压缩映射，假定A;是连续的，蚕*满足AO(1) +sf(1)二

A, (0) + s f (o)，那么压缩映射蚕，的唯一的不动点么E B(I),称为一个分形插值4数.

    设7F:是{0,1)上次数不超过2的多项式集合，R:二72 . 72, f (x) E C1(I), A = (Ao, A,) =

(aoo+场。二+coo x2, ao, +bol x+col x2)，则A=(Ao, A,)等价于向量v二(aoo, boo, coo, aoi, boi, co, ),
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久对应的分形插值函数fa为

。(，)(·)一{场(2x)+s么(2x),         x〔[0,1/2)

A1(2二一1)+sfA(2x一1)，二〔[1/2,1]
(2)

对上式求导，得

(4)

(s)

(e)

。(，)(·)一{2ao(2x) t 2s几(2x),2a1(2x一1)+2s人(2x一1),
二E [0,1/2)
二〔[1/2,1]

由fa和fa在1/2的连续性得
                  (1一s)(ai(0)一Ao(1))+s(Ao(0)一Al (1))二0

                  (1一2s) (A么(0)一All (1))+2s(al(0)一A'2 (1))=0

，=B林)E C1 (I)当且仅当A=(Ao,Al)满足式(5), (6).
    显然dim归(二:⑧72) n C' (r) )=4，对于任意的9〔0(二:⑧'s2) n CI (I), g由g(0), 9,(0),

9(1), g̀(1)唯一决定，用式(3)-(6)可以求出9所对应的A.
    由于dim归('s2(D 7r2)nc'(I))=4，特别地选择91,92,93,94作为其基底，满足
    91(0)=1,91(1)=0,91(0)=0, g全(1)=0;  92(0)=0,92(1)=0,9z(0)=1，叁(1) = 0;

    93(0)=0, g3 (1)=1，夕头    (0)193 =0, 9' (1)=0;  94(0)=0,94(l)=0，口  ' (o,94)二0, 9a (1)=1

显然满足上述条件的91,92,93,9;构成0(7r2⑧7r,) n Cl (1)的一组基.这4个基 素对应于

A1,凡,戈, A; 通过简单计算得
  A1=(1一s, 0,。一1/2,1/2一3,1/2一s,2“一1),  A2 = (0,1/2一S's一3/8,1/8，-1/4,1/8),

  入:=(0,0,1/2一3,112,1一2s, s一1/2),         A4=(0,0,s一3/8,、一1/4，-s,114).

下面具体构造多小波的尺度函数，令入{=

  0, x9,

      i二 一1

      乞= 0

      其他

入4，

入2，

0.

_ -1=0
其他
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、
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.、

设入‘=(二。，x3, Al, 0 )和x2=

02(x)，那么

x2,0 对应的分形插值函数分别为0' (x)和

              0'(二)=(T a 0)(x1)=fa,(二+1)x[-,。)+Al (x)x<<o,l)

              02(x)=(二o 0) (A')=Al(二+1)x}-l,a}+fa,(x)x[0,1)

其中(T o 0)(x)二T(GOO)，映射二和0定义见文献【1]，显然suppo', supp02 C卜1,1]，并

且01(0)=(02)1(0)=1, (01)1(0)=e (o)二0，那么对于vo中的任一函数f (x), f(二)由

I(f(l)洲l)))IEZ唯一确定，从而f (x)可表示为f (x)=艺IEZ(f (')0l(二一d)+fl(l)尹(二一c)),
x 〔R 。

    令"(x)二(OL(x),02(x))T，现在利用上式来写出尺度函数,b(x)的加细方程.

由于 叻1(二)=八, (x + 1)X[_1,0) +么，(x)X[o,11

          =f,\. (x+1)X[-1,1/2)+f),(二+1)X[一，/2,0)+fa, (x)X[0,1/2)+fa, (x)X[1/2,1]

        =[X3o(2x+2)+sfa, (2x+2)]X[-1，一;/2)+[X31(2x+1)+sf.\,(2x+1)]X[-,/2,0)

          +[X1o(2x)+sfa, (2x)]Xfo,1/2)+[X11(2‘一1)+sfay(2‘一1)]X[1/2,1]

          =Q A30 (')+s几,(')]X[o,1))(2x+2)+([X31(')+，几,(')]X[o,1))(2x+1)

            +([X1o()+sfa, (')]X[o,1))(2x)+([X11 (')+sfA, (')]X[o,l)) (2:一1)
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h1 (x)=(A30 (X)+s八s(x))X[o,1),

h3 (x)=(Alo(x) + s八,(x))X[o，)，

h2(二)=(A31(x) + shey(二))X[0,1),

h4 (x)=(X11 (x) + sf),, (x))X[o,1]

那么h;(二)〔C1 (1)，从而由h.(0), hi (1), h" (1) (i=1,2,3,4)唯一决定，于是有

          hi(x)二hi(0)01(x)+hi(0)02(二)+ h,(1)O1(x一1)+hi(1)O2(x一1)

通过简单计算得h1 (0)=0, h; (0)=0, h1(1)=1/2, hl(1)=1一2s.于是h1 (x)=(1/2冲1(x一
1)+(1一2s)Oz(x一1).利用类似的方法可计算出h2 (x)=(1/2冲‘(二)+(1一2s) "2 (x) +价1(x一1)

h3(二)=0'(x)+(1/2)01(x一1)+(2s一1)02(x一1), h4 (x)=(1/2)01(二)+(2s一1)02(x).
    由于经过平移压缩之后， h:(幻，八= 1, 2, 3,引 在端点的函数值和导数值加倍 所以

o1 (x)一;(h1 (2x+2)+h2 (2x+1)+h3 (2x)+h4 (2x一1)
  一;"1 (2x+1)+(1一2s)02(2x + 1)+"'(2x)+50'(2x一1)+(2s- 1)02(2x一1)

类似地，02(x)=么, (x + ')X[-1,O)+八:(x)X[o,1]

            =f1\, (x+1)X[-1，一，/2)+fa,(x+1)x[-1i2,a)+ht W X[0,12)+faa (x)X[1/2,1]

            =([1\40()+sfa, (-)IX[o,1) } (2x+2)+([1\41 ()+sfa,(.)]x[o,1)}(2x+1)

              +{[入2。(，)+s八2 (')lx[o,1)}(2x)+{[1\2土(〕+s么2 (')]X[o,1]} (2x一1)

显然[1\40(x)+sfa,(x)1X[0,1), [1\41(x)+sf,\,(x)]X[0,1), [1\20(x)+sfr,(x)1X[0,1), [1\21(x)+sfaa(x)1X[0,1]
都属于c' (1)，都由它们在端点。，1的函数值和导数值唯一决定.用类似的方法可得

02(x) = 801(2x+1) +(一;)02 (2x + 1) + 202(2x) + go'(，一‘)+ (1l 4一)0'(2x -‘)
从而多尺度函数的加细方程为

武x) 1/2
-1/81-2s ) 0(2xs - 1/4 +‘)+(孟，01/2)，(，·卜1/2  2s一1

1/8  1/4一s 叻(2x一1)

尺度函数OW 相应的te波器Ho (w)为

哟
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+Ho (w，一I [ ( 1/2   1-2.,-1/8  s- 1/4)一+( 11   00  1/2

当‘=1/4时， 一(1/2   1/2)-1/8   0(;01 )-1/2   -1/2
-1/8    0 ，所以01(劝关于原点

、
1

少
L

r/
矛es
、
、

对称，护(x)关于原点反对称.Ho (w)的表示为

1
一16
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Ho (w)= e'0'华大1/2十丁丫乙4
  -e.-/It)+ e "-/It)

4c- +8 + 4e-̀w

  -e- +c一‘ ‘““、‘“一)
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二(。)一(;，)咬)，二(·)-
的遥近阶至少为1[2].

2双正交尺度函数的构造

    设叻(二)=(叻1(x), 02(二))

们分别满足加细方程:

;，01/4)'令一(1, 0),那么。Ho (0)=。，UHo(二)=0，则0(二)

是多尺度函数，它的对偶尺度函数为场(幻=(场1(司,}z(劝1T，它

(v)

(s)

0(二)一2艺ho(k)0(2x一k)

}(x)=2又fo(k)}(2二一、)

其中ho(k), fo(k)是二阶方阵，同时满足对偶性条件;

、一k),}* (一d))一成O(x一k)}"〔一d)dx = 4,11,    k, l〔Z,堤二阶单位阵((9)
式(7), (8)在频率域上的表示为币(。)=Ho佃/2睡(w/2),毋(。)=Fo(w/2师(wf2)，其中Ho (w)=
E*ho (k)。一‘k,, Fo(w)=艺*fo (k)e-"w.(9)式在频率域上的表示为Ho(w)Fo (w)+Hp (w+

的Fo (w +司=I，令z二。一“，则有

                        Ho (z)凡(z) + Ho (-z)凡(-z)二I                        (lo)

在频率域上由Ho(习出发构造出凡(习，Ho(司要满足一定的条件.

    定理1[3]如果Ho (z)和Ho〔一司的行列式没有相同的根，那么存在矩阵多项式Fo(z)满

足方程式(10).
    卜节利用分形插值函数构造的多尺度函数拭劝，其掩模Ho(习的表示式为

二(z)一(1/(4z)-1/(+ 1/2 + z/41勺Z)十z/1b

1/4z一z/4
    1/4

而detHO(z)=(1/(64z2))(1+4z+6z2+4x3-z4), detHo卜:)=(1/(64Z2)) (1-4z+6z2 -4z3一。4)
利用辗转相除法容易验证上式中的两个多项式是互素的，从而detHo(z)和detHo(-z)没有相

同的根.现在来求解Fo(z)，使得Fo(z)和Ho (z)满足式(10).
、
、‘J了

先

最

设、间一(州丰尝探 貂丰架丰幼，将其带人式(10),得“间一(狱
显然这不是理想的对偶滤波器，因为Fo(习有一个大于1的特征值，为了得到满意的结果，

对尺度函数OW 作双度相似变换，以提高其逼近阶，然后对高逼近阶的尺度函数求其对偶，
后对对偶滤波器做反变换，就可得到比较满意的多尺度函数

    定理2[1]假设Ho (z)是尺度函数的掩模，选择适当的双尺度变换矩阵M (z)，对Ho (z)作
双尺度相似变换，令Ho e0(二)=(1/2)M(z2)Ho(z)M-1(z)，若Hoe"' (z)和Fo e" (z)满足(10)

式，那么Ho (z)和Fo(z)也满足(10)式，其中Fo(z)=(1 /2) (M(z2))*Fo "w (z) (M-1(z))..

  由定理2，对Ho琳双尺度相似变换，选择变换矩阵“(z)一(‘石“‘李“)，这样选”
的M(z)符合双尺度相似变换的一切条件[4]，令脚ew (z)=(1/2)M(z2)Ho(z)M-'(z)，通过计
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算得

二一(:)一132(3x-1+11+llz + 3x2  z-1一10一30z一10x2+z3      _z-1一z               z-1+6+z )
显然FIQ e" (z)比Ho(z)有较高的通近阶，下面来求H""w (z)的对偶F,'," (z).令

Foew(z)一(aiz-3 + a2zblz-3 + b2z
-2+a3z-1+a4 + abz
-2+biz-1+b4 + b5 z

clz-a+C2二一2+。二一，+。+c5z、
diz-.,+d2z-+d3z-.+d4+d5 z

将Hoe"' (z)和F�ew (z)代入式(10)，通过计算并化简得到以下的线性方程组

a5=瓦=C5=么 二0

3b2一10由 +山 =0

11b2+11b3+3b4一lode一30d3一10d4=0

3b3+11如+d3一10内=0

6心+心一b3=0

d3+6山 一b3=16

千

J、
1
、

r
J
I

、

 
 
 
 
 
 

n
U 

 
 
 

--

al=bi=Cl=dl=0

3a2一IOC2 + C3=0

11a2+11a3+3a4一loc:一30c3一IOC4

3a3+l 1a4 + C3一10C4= 16

6C2 + C3一a3=0

c3 + 6c4一a3=0

r
.
.J
、
..
、

‘
.
z
t

这些方程组有1。个方程，12个未知数.由后两个方程组可得万守-
                                                                            La4=

C2

d2+8/3’{a3b3
=6C2+C3

=6d2 + d3

从而方程组可进一步化简为 6个方程，

得

        C2=49a2/108+1/36,

        d2=49b2/108一10/81,

8个未知数，选择 a2和 伪 作为自由参变量，通过计算

C3二83x2/54+5/18,    a4=4/3一8x2/9

d3=83b2/54一100/81, b4=80/27一8b2/9

将这些值代人Fo ew (z)，选择自由参变量a:和b2使F."' (z)的谱半径小于1，从而得到L2 (R)

意义下的尺度函数，此时

)=(。一(1)一(a2 + a3十a4b2+b3+b4
Cl+CL+C3

dl十d2 + 4
118x2/27 + 16/9
118b2/27 + 80/81

22x2/9+1/3
22b2/9 + 32/27)

其特征多项式为一七118x2/27 - 16/918b2/27 - 80/81  -22x2/9
入一22b2/9

1/3
32/27

A2一(118x2/27 + 22b2/9+80/27)A+106x2/81+26b2/9+16/9=0

为了能够继续对蜡ew(习进行双尺度相似变换，令A=1，则可以确定出a:和b:之间的关系为

b2=5/12+62a2/9，从而特征方程化简为A2一(1718a2 /81+215/54) A+ 1718a2 /81+161/54=0

由于A1=1，不难求得A2=1718a2/81 + 161/54，令}A2 I兰1,就可确定出a:的取值范围是

一。1877 < a2 <一。.0934，特别地取a2 =一。.1，将a:代入其他系数中，可得蜡ew(习的表示式

为

Fo ew (z)一(-O.lz-2+0.0433.-1+1.4222-0.2722.-2一3.1376.-1+3.2049
-0.0176.-2+。1241“一 。0176)
-0.247 4z-‘一1.6530 z-'+2.4192



第 12期 张 彬等:利用双尺度相似变换构造高通近阶的双正交多低通滤波器 1663

由于计算中的舍人误差，Fe(习的近似表示为

凡(:)一;(M(zz))t珊ew(z)(M-1(z))*
        -0.0088一0.00562+0.0056x2+0.7772x' + 0.7023x4

1244+2注7452+2.285372+2.5299x'+2刀187x4+0.0621,5+0.0088x6

  0.0088一。06212_ +见0621x' - 0.008824 、
-0.0088 + 0,06212一0.14132‘一0.1644z +1.z008z -j

这样就求得了HO(习的具有较高逼近阶的对偶滤波器.

3结束语
    本文在利用分形插值函数构造多尺度函数的基础上，结合双尺度相似变换，得到了多低通

to波器Ho司的具有较高遏近阶的对偶01波器，与文献冈中对GHM多尺度函数求对偶尺度
函数需要作16次双尺度相似变换相比较只需一次双尺度相似变换就可得到护(州上的对偶多
尺度函数及其滤波器，大大的减少了计算量.然而，在应用中，多高通滤波器及其对偶滤波器
是不可缺少的，那么，由多低通滤波器和它的有高遥近阶的对偶滤波器如何来确定性质良好的

多高通滤波器及其对偶滤波器是值得进一步考虑的问题
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